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L'Éditeur du présent ouvrage le place sons la pro- 
tection de la loi ; en conséquence , il déclare qu’il 
poursuivra , en vertu et conformément aux disposi- 
tions de l’arrêté du Roi, en date du a3 septembre 
i8i4, tout indivkhrqul se peflSeiiraîl de le contre- 
faire, ou de débiter des éditions contrefaites. 
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AVIS. 

D'après V invitation de ceux de MM. les 
Professeurs qui ont bien voidu adopter nos 
ouvrages, nous publions •‘la partie élémentaire 
de l’Algèbre, qui sera incessamment suivie du 
complément. On trouvera dans l’ouvrage et à 
la suite du discours préliminaire, l’indication 
des numéros qiîon pourra se dispenser de voir, 
au moins dans une première étude de cette 
science. 
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A MONSIEUR LE COMMANDEUR DE 

NIEUPORT, DË l’ordre de MALTE., MEMBRE 
DE l’académie ROYALE DES SCIENCES ET BELLES- 
LETTRES DE BRUX{;LLES , ETC. 



C’est- à l’un des promoteurs de la Science que 
je dédie cet ouvrage y premiers rudimens d’une 
langue qu’il a contribué d perfectionnent à en- 
richir. Peu d’hommes sont appelés conuàe vous , 
M. le Commandeur y à déjèicher le champ des 
découvertes ; les autres doivent se borner a plan- 
ter des jalons sur la route qui y conduit. Heu- 
reux donc si je puis acquitter la dette que j’ai 
contractée envers ma nouvelle patrie^ en façon- 
nant quelques élèves qui puissent non vous rem- 
placer , mais vous lire et faire tourner leurs études 
au profit de la Science et de leur Pays. 

Votre dévoué collègue^ 
Garnier. 
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DISCOURS PRÉLIMINAIRE 




Historique de t invention de t Algèbre, 



Lialgèiire, chez les Arabes, était appelée Algebra 
v'almucabala ^ dénomination encore employée dans 
quelques écrits des premiers algébristes italiens. 
L’un d’eux , Lucas de Burgo ou Borgo , nous ap- 
prend que ces mots signifient restauratio , compa- 
ratio, oppositio:k la vérité, comparatio et oppositio 
définiraient assez bien nos équations Au rapport de 
Vabbé Toderini, les géomètres turcs, en parlant de 
l’Algèbre , ne disent jamais simplement algeber, mais 
algeber-v-almacabela. On a hasardé d'autres étymo- 
logies dont nous ferons grâce à nos lecteurs. 

On regarde Diophante d Alexandrie comme l’in- 
venteur de l’Algèbre , ou comme le premier des Grecs 
dans les écrits duquel on trouve le germe ou les 
premiers linéamens de cette ingénieuse invention : 
ce géomètre , qui fait époque, florissait vers l’an 
365 de notre Ère; son ouvrage est intitulé: Arith- 
meticorum Libri dont les six premiers livres nous 
sont parvenus avec un septième de numeris multan- 
g^lis : les six autres sont perdus. Ces treize livres 
avaient été commentés vers la fin du quatrième ou 
au commencement du cinquième siècle, par la sa- 
vante Hjrpathia d Alexandrie. On trouve dans Dio~ 
phante la résolution des équations du second degré, 
qui peut aussi se déduire de quelques propositions 
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des Data dEuclide. C’est le X* livre de ce dernier 
qui aura ouvert à Diophante le champ immense de 
l’analyse indéterminée cultivée par les plus grands 
géomètres des 1 7.* et 1 8.« siècles. Cardan et fCallis 
pensent que les rudimens de l’Algèbre, déposés dans 
les écrits de cet illustre Grec, furent développés par 
les Arabes. Aujourd’hui la découverte et l’examen 
des traités des Indiens (1), nous autorisent à croire ^ 
que c’est d’eux que les Arabes ont emprunté ce qu’ils 
uous ont transmis de cette science. . 

Vers le milieu et surtout vers la fin du dixième 
siècle, l’esprit humain sortit de ce loQg engourdis- 
sement qui est pour lui un état contre nature : des 
Arabes établis en Espagne, dont ils avaient conquis la 
plus grande partie au huitième siècle, y cultivèrent 
^ les sciences avec la même ardeur et les mêmes suc- 
cès qu’en Orieqti -Hs-furent pour 1 rs chréûens ce 
que jadis les Egyptiens avaient été pour les Grecs 
avides de savoir : parmi leurs mathématiciens se 
trouve ce Geber regardé, mal-à-propos, d’après son 
nom, comme l’inventeur de l'Algèbre, auquel on 
doit une traduction de V dlmageste de Ptolomée et 
deux théorèmes d’astronomie sphérique. Suivant 
l'abbé Bossuty a les chrétiens asservis dès l’origine 
a du christianisme à une multitude d'opiuions su- 
n perstiticuses qui faisaient’ de l’homme une espèce 
» d’automate contemplatif , regardaient avec mé- 
» prison indifférence tout ce qui était étranger aux 
» objets du culte religieux ou aux travaux nécessaires 
a à leur subsistance; cependant ayant commencé à 
a chasser les Arabes de quelques parties de l’Espa- 



(i)Voyei Ifs Annales Académiques de rUniversitéde Gand. 
pour l’année iSiil. 
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« 

s gne , au corDinencement du dixième siècle , les 
» communications volontaires ou forcées, qu’ils eu- 
» rent avec ces peuples , éveillèrent en eux le goût 
s 'des sciences et les déterminèrent à s'instruire au- 
» près de ces mêmes Maures dont ils abhorraient la 
s religion. » Parmi ceux que le noble motif de Tins-' 
truction appela en Espagrtè, au temps des Maures, 
on doit distinguer l'illustre Gerbert que son mérite 
et son savoir élevèrent dans la suite au pontificat, 
sous le nom de Sihestre II : c’est par lui que les 
connaissances des Arabes furent répandues en Eu- 
rope vers l'a'n 960, et les chrétiens occidentaux lui 
ont l’obligation de leur avoir transmis l’Arithméti- ^ 
que en usage aujourd’hui. 

Le treizième siècle fut -presqu’un temps de lu- 
mière , si on le compare à celui qui le précède : il vit 
naître le fameux Moger Bacon, cordelier anglais, 
dont le* nom peut figurer à côté de ceux de Newton 
et de Leibnitz, lorsqu’on se reporte au temps où il a 
vécu : on a de lui i.° Spécula mathematica et per- 
spectiva', dont Newton Si profité; a.“ Spéculum Alche- 
miæ ; 3 .° De mirabilipotestate artis et naturœ; 4.® Epis- 
tolce cum notis; S.°>Opus majus, ouvrage qui ren- 
ferme les vues de Bacon sur les sciences, et où il 
établit que les mathématiques et l’expérience sont 
les flambeaux qui doivent nous éclairer dans la re- 
cherche des lois et des secrets de la nature. C'est 
cette grande vérité que reproduisit, long - temps 
après , le fameux Bacon de Verulam , dans son ou- 
vrage de Argumento scientiarum , et dans son No- 
vum organum scientiarum qui en est comme la 
suite. Dans ce siècle se présentent les algébristes 
italiens. ‘ • 

• Nous avons fait connaître ailleurs ( Géom., dis. 
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prêt. ) les obligati(»is que nous avons à Léonard de 
Pise; nous devons ajouter qu’il était très-versé dans 
le genre d'analyse de Diophante ^ et qu'il possédait 
l’Algèbre de son temps : l’boilneur d’avoir apporté 
d’Orient en Europe , la connaissance de cette science, 
ne lui appartient pas exclusivement; il fut, dit-on, 
partagé par Prosdocino. Kous avons de Belmando 
ou Beldomando'Ae Padoue, tin livre intitulé de V Al- 
gorithme y imprimé en 1 483. En i494« 
moine franciscain , dont nous avons déjà parlé , pu- 
blia en italien un traité d’ Algèbre qui offre l’état de 
' la science à cette époque ; elle se réduiSait encore à 
^ la résolution des équations du second degré. 

Les sciences ont une marche continuellement pro- 
gressive, mais inégale c après avoir fait quelques pas , 
de géant, elles paraissent stationnaires : la raison 
en est que, d'une part, les neuvr es du génie ne se 
succèdent qu’à de longs intervalles , et que , de l’au- 
tre, les nouvelles découvertes ont besoin d’èire long- 
temps élaborées pour devenir populaires. 

L’Algèbre va prendre un premier essor, et elle le - 
doit encore à ritaliequil’enriciiit de la résolution géné- 
rale des équations des 3.‘ et 4-' degrés. Sans parler de 
Scipion Ferreo<\ui ti^ita un cas particulier deséqua- 
tions du troisième degré ^ nous passerons à IVicolo 
Tartalea ou Tartaglia, célèbre par ses travaux et 
par ses démêlés asea Cardan i il était de Brescia et 
tellement pauvre qu’il fut obligé de voler le maî- 
tre qu’il servait, pour’ apprendre à lire : le fait est 
hors de doute, puisque c’est lui-même qui nous l’ap- 
prend. Ces deux hommes, qui avaient été fort liés, se 
brouillèrent à l’occasion de larésolution des équations 
du troisième degré. 7’or/a/ca aurait communiqué, sous 
le secret, à Cardan sa formule, sans démonstration ; 
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Cardan l’aurait trouvée avec le. secours de son' dis- 
ciple £oaû/'e/Tan, dont il sera bientôt question, et • 

l’aurait publiée en se l’appropriant: de là y 1« repro- 
che d’infidélité et de plagiat que lui adressait Tarta- 
Ita. Mais, d’un autre côté, Lagrange, le géomètre 
le plnsiversé dans l'histoire de la science, pense que 
c’est de..£/u^e, bourgmestre d’Amsterdam, que 
nous tenons la méthode vulgairement nommée Mé- 
thode de Cardan , pour la résolution du ‘ troisième 
degré : ce- grand homme a d’autres droits à notre re- 
connaissance^ que noiis ferons bientôt connaître. 

CarJoA, qui n’a pas joué le plus beau rôle dans la 
querelle dont il vient d’être question , était d’ailleurs 
un homme fort extraordinaire ; né à Milan i en i5oi , 
la nature le douad’une imagination brillante et d’une 
prodigieuse facilité : il fut orateur, naturaliste, géo- 
mètre, astronome ou plutôt astrologue, médecin, 
physicien, moraliste. et philologue. L’analyse algé- 
brique lui doit beaucoup. La résolution des équa- 
. tions dui quatrième degré suivit de près celle du 
troisième : nous 'apprenons de Cardan que cette dé- 
couverte est due k Louis Ferrari , né à Milan en lôaa: ^ 
comme la rééblution complète du quatrième degré 
' est liée à. celle du troisième, nécessairement les dif- 
ficultés de l'une affectent également l’autre; or il y a • 
dans' le troisième degré .ce qu’on appelle le cas irré- 
ductible, qui a fait longHémps le tourment des ana- 
lystes r cette irréductibilité consiste , comme on sait , 
dans l'impossibilité d’obtenir les trois racines, lors- 
qu’elles sont réelles et^négales , sous une forme à 
la fois réelle et finie, les imaginaires. qui la compli- 
quent ne pouvant disparaître qu’autant qu’on dé- 
veloppe ces racines en séries infinies, comme l’ont 
fait depuis Leibnitz et les autres géomètres après lui. 
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Raphaël Bombelli^ bolonais, est le premier qui jeta 
quelques lumières sur ce point, 'et qui, dans un ou< 
vrage* publié en dénoua cette espèce de pa* 

radoxe. Aujourd'hui la difficulté est entièrement 
éclaircie. 

Par zèle pour la gloire littéraire de son pays, 
M. Pietro Cossali (i) a composé une histoire de l’o- 
rigine de l'Algèbre , de sa translation et de ses pro- 
grès en Italie , dans laquelle il relève plusieurs mé- 
prises échappées à Montucla^ et revendique, en fa- 
veur des premiers analystes italiens, des découver- 
Jea qu’on ne leur accorde pas communément. Cette 
partie de son ouvrage ne peut, jusqu'à un certain 
point, intéresser que ses compatriotes; mais une 
obligation plus réelle que lui doivent les géomètres 
de toutes les nations^ porte sur Je soin qu’a pris 
M. Cossali de traduire dans la langue moderne de 
l’analyse , une multitude de détails curieux que la 
difficulté de se procurer les ouvrages originaux , et 
la difficulté plus grande de les entendre, auraient en- 
sevelis dans l’oubli. 

Tel était, à peu près, d’état des choses, lorsque 
Fiete entra dans la carrière; il est peiT de géomètres 
à qui l’Algèbre doive plus qu’à lui : précurseur des 
grands analystes du dernier siècle, il a jeté les fon- 
^ deniens de presque toutes leurs découvertes. Avant 
lui, on ne résolvait que des équations numériques, 
c’est-à-dire, dont l’inconnue seule était représentée 
par un signé ou par un caractère de l’alphabet, et 
dont les données étaient en nombres : il est vrai 
que la méthode appliquée à une telle équation , pou- 



(i) Aalcur d'un Éloge de Lngmngr. 
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vait l'être à toute autre ; mais cependant en pas- 
sant d'uue équation à une autre de même degré, 
il fallait recommencer les calculs sur le même plan. 
Viele en notant les quantités connues par des let- 
tres, substituait des solutions générales aux solutions 
particulières. Ce n’est pas ici le lieu de faire ressor- 
tir les avantages de.cetle innovation qu^sn trouve 
exposée dans les traités d’Algèbre. Dans son livre 
de Emendatione Equationum^ il enseigne à faire sur 
les racines encore inconnues des équations, toutes 
les opérations de l’Arithmétique; à faire évanouir le . 
second terme; à faire disparaître les coéfficiens frac- 
tionnaires; etc. : c’est cequi constitue ce qu’on nommg 
aujourd'hui la Préparation des équations. Dans son 
traité de Nwnerosa potestatum affectarum résolutions., 
il a abordé la résolution des équations d’un degré 
quelconque, et il a fait voir comment on peut ré- 
soudre plusieurs équations sous tous les degrés, par 
des opérations analogues à celles qui servent à ex- 
traire les racines des nombres : par cette vue , Fiete 
rappelait, en quelque sorte, la résolution effective 
des équations à l’Arithmétique, sauf à en démontrer 
les procédés dans l’Algèbre : nous reviendrons en- 
core sur ce point, en parlant d’^amo/. Le même géo- 
mètre a construit les racines des équations du troi- 
sième degré, même dans le cas irrédnctible. N’ou- 
blions pas qu’on lufdoit encore les fondemeiis de 
la belle doctrine des sections angulaires. Ce grand 
homme, né en i54<> ^ Fontenai, dans le Poitou, et 
maître des requêtes à Paris, mourut en i6o3. Fran- 
çois Sckooten , l'un des hommes qui honorent l’AJni- 
versilé de Leyde, où il fut professeur, donna, en 
i646, une édition de tous ceux des ouvrages dç 
Viete, qu’il put 'se procurer. 
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Harriot, né à Oxford ei i56o et < mort en ifiai, 
fit faire à l’Algèbre de précieuses et nouvelles acqui- 
sitions ; il simplifia les notations de Viete ; il eut 
l’heureuse idée , mais dont il ne tira pas tout le parti 
possible , de faire passer dans un même membre tous 
les termes d’une équation , ce quile' mena à reconnaî- 
tre la composition des coéffici^ns en racines, que’ 
Viete n’avait vue que confusément; mais son beau 
titre de gloire, est dans la remarque que toute équa- 
tion d'un degré supérieur, est le produit d’équations 
du premier degré. Observons maintenant que les mé- 
thodes de Viete et d'Harriot, pour la résolution des 
équations numériques, ne peuvent s’appliquer d’une 
manière certaine qu’aux équations dont tous les 
termes, quiçontiennent l’inconnue, ont le même si- 
gne, et le terme tout connu a un signe différent, en 
supposant tous les terme s dans un seul membre. 
Oughthred et Peil ont cherché à faciliter la pratique 
de cette ipéthode, et Lagrange a montré sous quelle 
condition on peut ramener une équation à cette 
forme. L’anglais fVallis^ dans son Histoire de t Algè- 
bre^ exalte le modeste Harriot, aux dépens de ses 
prédécesseurs et de ses contemporains. 

M. de Montucla établit entre Descartes et Platon 
un parallèle qu’il termine ainsi , sauf rédaction : Platon 
prépara les découvertes des Archimède , des Apollo~ 
nias, etc., comme Descartes oux^it la route aux New- 
ton, aux Leibnitz, etc. Au reste, nous n’offrirons ici 
que l’inventaire de la partie de ses travaux qui se 
rapporte à l’Algèbre : il y introduisit la notation ex* 
’ ponentielle pour les puissances entières et positives. 
Les analystes qui l’avaient précédé rejetaient comme 
inutiles les racines négatives; il fit voir qu’elles sont 
tout au.ssi réelles et aussi propres que les positives 
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• à résoudre la question. On a de lui la fameuse rè^le 
qui porte son nom, et quisertà découvrir, à la seule 
inspection des signes d’une équation qui n’a que des 
racines réelles, le nombre des positives eb celui des 
négatives : à la vérité il lui donna d’abord trop d’ex- 
teusion, mais il la restreignit ensuite : les Anglais 
l’attribuèrent à leur compatriote Harriot, qui ne l’au- 
rait pas revendiquée, comme ils ont élevé depuis 
une semblable accusation contre Leibnitz, au sujet 
de Ja découverte des nouveaux calculs : mais en rap- 
pelant cette accusation surannée qui n’a pas empê- 
ché que le théorème , dont il s’agit , n’ait été constam- 
ment appelé la règle de Descartes, il est juste aussi 
d’observer quelle a été détruite par plusieurs au- 
teurs du dix-septiènae siècle. Le père Prestet, dans 
ses Élémens imprimés en 1689, provoque à ce sujet 
la comparaison des écrits d Harriot avec ceux de 
'Descartes, «Lorsque M. Wallis, dit-il, un peu trop 
jaloux de la gloire que la France s’est acquise dans 
les mathématiques, vient renouveler cette accusation 
ridicule, on est en droit de ne 1« point croire, puis- 
qu’il parle sans preuves. M. Hudde , géomètre hollan- 
dais, lequel n’est pas suspect, puisqu’il n’avait aucun 
intérêt à soutenir l’honneur des auteurs français, est 
bien plus équitable dans le jugement qu’il porte de 
M. Descartes. » Nous dirons que ce grand homme créa 
l’application de l’Algèbre àla Géométrie , pour rappeler 
que c’est principalement aux Hollandais et aux Fla- 
mands que la nouvelle analyse cartésienne doit son 
établissement et ses progrès, et qu’elle eut pour pro- . 
moteurs Schooten, Wassenaar, Huyghens , de Witt, 
Hudde , van Heuraet , Sluze , Gérard Kinckhuysen , 
Jacob Fergttson, Abraham de Graqf. Sans M. de 
' Beaune, la France aurait encouru la honte d’avoir 
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été la dernière à l’accueillir. Ce philosophe, auquel * 
on doit la destruction de la tyrannie péripatéticienne, 
naquit, à La Haye, en Touraine, le 3i mars i5g6, 
et mourut en i6ar. 

Nous aurions dû citer encore d’autres géomè- 
tres de ce royaume, savoir : Jdebold, Frison d’o- 
rigine, qui adressa au pape Sylvestre II, son ouvrage 
sur la sphère ; Adrien Romain qui proposa aux 
géomètres de son temps une équation du 45* degré 
qui fut résolue par Viele; sa querelle avec Scaliger 
qui, entr’autres ridicules, s'était donné celui d’a- 
voir carré le cercle, mérite quelqu’attention ; Adrien 
Vlacq de Gouda ^ en Hollande; Jean Claubergius , 
qui le premier ht 'connaître la Géométrie de Des- 
eartes aux Germains ; Philippe Lansberg, de Gand , 
et son hls, qui malgré les décrets du S<-Ofhce, soutin- 
rent les premiers ta Poignard, 

chanoine de Bruxelles ; Phi. Poelardius , chanoine ^ 
né à Bruges; Paschasius, d’Éclo, en Flandre; Pee- 
tersen, qui a écrit une Arithmétique en* flamand; 

Pan den Bossch : GoAjefroid fP endelin , né à Herck 
en i58o, eut pour disciple Pierre Gassendi. Mais il 
importe de savoir eps Albert Girard et Racket de Mé- 
ziriac remplissent en quelque sorte l’int'ervalfe entre 
Harriot et Descartes, et que l’ouvrage du premier 
est remarquable par des notions assez approfondies 
sur les racines négatives, sur le cas irréductible et 
sur la signification des signe» plus et moins. 

On avait sçnti, avant la fin du dix-septième siècle, 
la nécessité de rechercher les limites qui compren-, 
nent les racines réelles des équations , et dès qu'oq 
eut découvert que l’équation, formée en multipliant 
chaque terme de l’équation proposée, par l’exposant 
de son inconnue, renferme les conditions d'égalité 
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des racines de la proposée, on ne tarda pas à recoii* 
naître que les racines de l’équation ainsi formée, 
étaient les limites de celles de l’équation primitive. 
Le célèbée Hudde, dont nous avons déjà parlé, est 
l’auteur de la première de ces découvertes , qui porte 
le nom de règle de Hudde, et qu’on trouve dans le 
commentaire de Schooten sur la Géométrie de Des- 
cartes; et on croit que la seconde est due à Rolle, 
qui l’a donnée dans son Algèbre imprimée en i6qo, 
et qui en a fait la base de sa méthode des cascades. 
Cette analyse est exposée avec beaucoup de détails 
daif^ le traité du père Bejmeau: mais la longueur du 
calcul et l’incertitude qui naît des racines imaginai- 
res , l’ont fait abandonner depuis long-temps : ce- 
pendant, à la suite de la nouvelle édition du com- 
mentaire de Schooten, qui parut en ibSg, on trouve 
que la détermination des limites des racines, au moins 
depuis le second jusqu’au quatrième degré, est due 
à M. de Beaune dont nous venons de 'parler. Ajou- 
tonsi que Hudde , dans son traité de Emaidatione 
Equationum, cité plus haut et qui se trouve imprimé 
à la suite du commentaire de Schooten , s’est élevé 
jusqu’à. l’équation générale du sixième degré, et qu’il 
a trouvé qu’elle est divisible par une du second , 
dans laquelle le coéfBcient de la première puissance 
de l’inconnue est donné par une équation du quin- 
zième degré , et dont le dernier terme est ur\e fonc- 
tion rationnelle de ce coéfBcient : or, l’équation du 
quinzième degré ayant nécessairement une racine 
réelle, il s’ensuit que le diviseur du second degré 
pourra toujours être réel, de sorte que la proposée, 
se trouvant ainsi a*baissée par la division, au qua- 
trième degré, on aura encore deux autres diviseurs 
réels. Hudde n’a pas été plus loin, parce qu’il a senti 
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que, pour une équation d’un degré plus élevé, il 
tomberait dans des calculs impraticables. Nous avons 
dû consigner cette vue qui se lie à celles à'Harriot 
et de Descartes sur la décomposition des équations 
en facteurs, parce que, plus tard, elle a été suivie 
par les premiers géomètres. Nous devons encore ob- 
server qu’on trouve dans l’Algèbre de Saunderson, 
imprimée en 1740, après sa mort, cette remarque 
très-importante par ses conséquences , savoir que , 
dans le diviseur du second degré d’une équation du 
quatrième , le coéfficient du second terme devant 
être la somme de deux quelconques des racines de 
la proposée , et ces sommes étant au nombre de 
six, ce coéfficient ne peut être donné que par une 
équation du sixième degré, comme Descartes l’a ef- 
fectivement trouvé. 

Dans le temps qu e le c élèb r e iPascal approfondis- 
sait, à Paris, la nature des nombres figurés, un 
bomme d’une'vigueur de tète extraordinaire, 
conseiller au parlement de Toulouse, en découvrait 
par une autre voie plusieurs belles propriétés : la 
prédilection du Diophante moderne, pour les recher- 
ches numériques, se porta surtout vers la théorie 
des nombres premietï, qu’on n’avait pas encore exa- 
minée, et où il a fait de profondes découvertes, 
sans laisser aucune trace de la route qu’il a suivie. 
Depuis, Euler, dans des mémoires, Le Gendre, dans 
la théorie des nombres , et Lagrange dont le nom sc 
lie presque à toutes les parties de la science, ont 
rempli les lacunes qu’a laissées l’inventeur. Frédéric 
Gauss, dont il sera question plus loin, a donné une 
direction nouvelle aux recherches des propriétés des 
nombres : on trouve dans le quatrième volume des 
œuvres de Pascal, les énoncés de plusieurs des théo- 
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rémes.de Fermât (i). On lui doit Y élimination , cet 
instrument si puissant qu’il a appliqué à la résolu- 
tion de ce qu’on appelait les égalités doubles, tri- 
ples, etc., et qui sont les équations déterminées à 
plusieurs inconnues, ainsi qu’à l’évanouissement des 
radicaux qui couvrent l'inconnue. Cette théorie a 
depuis été étendue et complétée par Bezout, Euler , 
Poisson , Lagrange, de Bret, etc. Fermât, né en iSgo, 
mourut en i663 ou i665:ses ouvrages, en deux vo- 
lumes, parurent après sa mort : le premier est une 
nouvelle édition de Diophante, enrichie de ses notes 
et de ses additions; l’autre, intitulé : Pétri Fermalii 
opéra, est le recueil de ses découvertes :■ à litm grande 
érudition et à une connaissance parhüte de^angues 
anciennes, il joignait celle de phisiepi» langue mo- 
dernes ; il cultivait aussi la poésie. Ce qui fait au- 
jourd’hui l’prgueil de beaucoup de gens, n’était donc 
qu’un accessoire chez ces grands hommes? 

Huyghens, contemporain de ces grands géomètres 
auxquels il n’a rien à envier, parait être le premier 
qui ait remarqué que les fractions continues, dont 
on doit l’invention à milord Brounker, donnent tou- 
jours l’expression la plus simple, et, en même temps, 
la plus exacte qu’il est possible, d’un nombre quel- 
conque rationnel ou irrationnel , et qui en ait fait 
usage pour trouver les fractions les plus simples, et, 
en même temps, les plus approchantes d’une frac- 
tion quelconque donnée, comme on peut le voir 
dans son traité ' de Automato planetorio. Plusieurs 



(i) Un de ceux dont la démonstration a dù coûter le plus de re- 
cherches, est le suivant : tout nomkre ne peut être composé que 
d’un, deux ou, tout au pins, de trois uombres tcianf'ulairrs ; on 
la doit à Le Gendre. 
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habiles géomètres ont ensuite développé cette belle 
théorie; mais ce n’est que dans ces derniers tem|» 
qu’on a pensé ù s’en servir dans la résolution des 
équations, et que Lagrange et Le Gendre l’ont si 
heureusement appliquée à l’analyse indéterminée. 

L’auteur de l’ Arithmétique, Wallis, que nous avons 
déjà nommé, né en 1616, et mort en lyoB, était 
un profond analj'ste : on lui doit la notation des 
radicaux par les exposans fractionnaires et celle des 
exposans négatifs, ce qui est le complément de celle 
de Descartes. 

On ne perdait pas de vue le problème de la réso- 
lution générale des équations , qui n’est que celle 
des questions, et dont toutes les autres parties at- 
tendent. leur perfectionnement. Necyton en chercha 
long-temps la solution sans la trouver , mais on lui 
doit une méthode-p oup dé o a mpo set», lorsque la chose 
est possible, une équation eu'facteurs commensura- 
bles, c’est-à-dire, pour en trouver les racines réelles; 
la manière la plus commode et la plus exacte d’ob- 
tenir les limites qui comprennent les racines; l'ex- 
traction des racines des quantités en partie commen- 
stirables en partie incommensurables , le retour des 
suites, question dont Leibnitz s’est aussi oqpupé (Act. 
de Leipsick ) , et qui a été si élégamment résolue 
par Lagrange; la sommation des puissance.s quel- 
conques et semblables des racines , qui sert de base 
à la théorie des fonctions symétriques et invariables 
des racines, qu’on a appliquée si heureusement à 
la résolution des équations des quatre premiers de- 
grés et à d’autres questions, et qui est un instru- 
ment de plus dans la science. A la vérité, long-temps 
avant lui, Albert Girard s’était occupé de cette ques- 
tion , comme on peut le voir dans son ouvrage in- 
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titulé ; Inverüion nouvelle en Algèbre , imprimé à 
Amsterdam, en 1619; depuis, Euler y Cramer e\. H' a- 
ring ont traité la question. La régie de Newton y pour 
déterminer le nombre des racines réelles dans les 
équations d’un degré quelconque, est iiisuftisante , 
ainsi que celle de Maclaurin : sa méthode pour l’ap- 
proximation des racines est la plus connue et la plus 
usitée : celle de Haphson est encore plus simple; 
mais leur succès dépend d’une condition qui peut 
n’avoir pas lieu. On peut voir dans Monluda l'his* 
toire de la découverte du binôme qui porte son nom, 
et qui est un des léviers de la science ; depuis on a., 
étendu cette formule à la formation de la puissance 
d’un polynôme quelconque et d’un infinitinome. I.ies 
géomètres allemands, en remontant aux procédés 
de la multiplication algébrique , ont établi sur les 
indices qui marquent le rang des différens termes 
d’un polynôme, un calcul qu’ils appellent analyse 
combinatoire y de laquelle ils déduisent des règles 
faciles pour former, soit médiatement , soit immé- 
diatement, chaque terme d’une puissance quelcon- 
que d’un polynôme : ils ont été conduits à ces con- 
sidérations par une lettre de Leibnitz à Fatio Duil- 
lier. Ces recherches, dues à MM. Hindenburg et Mau- 
rice Pfaff qui a publié des Disquisitiones analyticee, 
sont parvenues en France, depuis peu de temps; 
mais elles n’y ont trouvé aucune faveur, parce que, 
d'une part, leurs usages sdnt trop bornés, que de 
l’autre , elles ne paraissent pas s’étendre aux bran- 
ches qu’il importe le plus de perfectionner, et enfin 
parce qu’Æa/er, Vandermonde y*Arbogast , Kramp 
et Lagrange n'avaient rien laissé à désirer sur oe su- 
jet. C’est à cette occasion que Lagrange disait : on 
a assez enroulé ; il est temps 'de dérouler. Newton 
remplit riutervalle de 164a à 1727 
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A mesure que nous avançons vers l’époque ac- 
tuelle, les recherches des géomètres se concentrant 
sur un plus petit nombre de points, l’histoire de 
la science doit être moins chargée de détails. 

Nous arrivons à Euler ^ né en 1707 et mort en 
1 783 ; cet homme était appelé à faire une révolution 
dans toutes les parties de la science ; non-seulement 
il a publié un nombre considérable de mémoires et 
d’ouvrages originaux sur toutes les parties des ma- 
thématiques , mais encore il a quelquefois refait et 
commenté les ouvrages de ses contemporains. La 
théorie des sections angulaires, ébauchée par Viete , 
a été perfectionnée par Jean tX. Jacques Bernoulli, 
Leibnitz , Moivre , Euler et par Lagrange , dans le 
calcul des fonctions : on doit à l’avant-dernier, l’Al- 
gèbre des sinus et des cosinus. On sait qu’au’' défaut 
de solutions rigon r e u aes , -qn-eat souvent forcé de 
recourir aux méthodes d’approximation fondées sur 
les suites infinies: Newton, fE’àllis, Stirling avaient 
fort cultivé cette branche de l’analyse; mais personne 
ne l’a poussée aussi loin {^n'Euler. Dans son intro- • . 
duction à l’analyse des infinimeus petits qui doit 
être, avec son Algèbre, le manuel des géomètres, il 
a exposé avec détail la méthode tirée de la considé- 
ration des suites récurrentes , donnée par Daniel 
Bernoulli pour l’approximation des racines. Au reste, 
pour nous dispenser de faire ici la longiie énumé- 
ration de ses travaux qui sont autant de découver- 
tes , nous répéterons avec Lagrange qù Euler a fa- 
çonné le calcul algébrique. 

Lorsqu’une science commence à se développer, 
les esprits , d’abord entraînés pàr la rapidité avec 
laquelle les découvertes se succèdent, craignent avec 
raison d’employer à scruter certains points, un temps 
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qu’ils appliqueraient* mieux à augmenter la masse 
des résultats ; mais quand la marche vient à se ra- 
lentir, parce que la scieoee a déjà fait de nombreuses « 
acquisitions , l’activité de la pepsée ne trouvant 
plus d’alimens sufhsans, se reporte en arrière, pour 
examiner les matériaux qui entrent dans la compo- * 
sition de l’édifice. 

Lorsqu’on eut trouvé les formules générales des 
racines des équations des troisième et quatrième de- 
grés , on reconnut que les racines imaginaires de ces 
équations, avaient la forme de celles du second de- * 
gré , et on fut porté à conclure que les racines ima- 
ginaires de toutes les équations, étaient réductibles 
à la même forme : cependant, comme on ne pouvait 
adopter cette proposition générale et fondamentale, 
sans démonstration , les géomètres se sont fort oc- 
cupés, dans ces derniers temps, de ce point de théo- 
rie, et c' est dj^lembert qui, le premier, l’a envisagée 
d’une manière générale dans sa. pièce sur les vents et 
dans les Mémoires de t Académie de Berlin. On sait 
que les analystes admettaient encore sans preuve, 
cette proposition que toute équation peut se décom- 
poser en autant de facteurs simples qu’il y a de 
racines réelles, le facteur restant qui ne comporte 
plus que des racines imaginaires, ne pouvant chan- 
ger de signe, quelque valeur qu’on attribue à l’in- ^ 
connue, puisqu’aulrement, on en conclurait encore 
quelques racines réelles. dAlembert a aussi fait sen- 
tir la nécessité de démontrer en rigueur là première 
proposition dont la seconde n’est qu’une conséquence: 
cette décomposition donnait le moyen de conclure 
du signe du dernier terme d’une équation, si le nom- 
brb des racines réelles positives, est pair ou impair. 
dAlembert., en différens endroits de ses écrits, avait t 
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élevé quelques doutes sur l’idée reçue que les quan> 
tUés. négatives doivent être envisagées comme prises 
dans un sens contraire à celui des positives : Carnot 
et d’autres géomètres après lui ont discuté la chose, 
et il semble que les traités d’Algèbre publiés dans 
' ces derniers temps , ne laissent rien à délirer sur ce 
point. 

Depuis les travaux des IFaring, des Euler, des 
Bezouty des Vandermonde, etc., la science avait peu 
gagné, lorsqu’en 1767 et 1768, tout ce qu’on avait 
fait sur la résolution générale des équations, fut com- 
plètement analysé par Lagrange, dans les mémoires 
de Berlin : la difficulté réduite à ses moindres ter- 
mes , paraissait insurmontable. En 1 794 , les cours 
de l’école normale fournirent à MM. Lagrange et La 
Place, l’occasion de revenir sur toutes leurs recherches 
éparses dans les collections académiques, et enfin 
le premier puBKa, en 1798', sa résolution des équa- 
tions numériques qui présente l’état actuel de la 
question. ^ 

Dans cet ouvrage, toutes les méthodes connues 
sont analysées avec soin , leut inexactitude ou leur 
insuffisance est mise. en évidence, et enfin le pro- 
blème est réduit à la détermination d'une quantité 
plus petite que la plus petite différence entre toutes 
les racines. Ces deux géomètres avaient bien démon- 
tré en rigueur , la possibilité de la décomposition 
de toute équation en facteurs simples ou doubles 
réels; mais, observe Lagrange, il faut avouer qu’à 
l’exception de quelques cas particuliers, où la décom- 
position est facile, la méthode pour l’opérer devient 
itnpraticable par la multiplicité et la longueur des 
opérations qu’elle exige ; aussi s’en est-on tenu à 
perfectionner les méthodes d’approximation. 
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Les treize premiers chapitres, que je vais successivement analy- 
ser avec détail, forment, à proprement parler, l’introduction a 
la résolution des questions; c‘est une des sous-divisions de l’ou- 
vrage , qu’il est bon d'indiquer aux professeurs qui voudront bien 
en faire le texte de leurs leçons. 

Apres avoir , dans le premier chapitre , insinué une idée gé- 
nérale de l’Algèbre , et résumé cette science autant, du rtioins , 
qu’ou peut le faire, j’ai présenté dans les treize chapitres suivans, 
les opérations de l’addition, soustraction, mulliplicatiun , divi- 
sion, formation de puissances , extraction de racines, enfin la théo- 
rie des proportions arithmétique et géométrique, afin de faciliter 
aux commençans des rapprochemens propres à leur bien faire aper- 
cevoir le caractère distinctif entre l’Algèbre et l’Arithmétique qui se 
compose des mêmes titres rangés dans le même ordre. 

Dans l’-addition, lorsque la représentation d’un nombre entre 
plusieurs fois dans la somme, il y a lien à une abréviation; de lù 
4es coéfficiens et l’idée de réduction qui sera étendue et complétée 
dans les chapitres suivans. Dans la soustraction , j’ai été conduit 
par une distinction fort naturelle, à la considération d’un reste 
négatif que je considère comme devant entrer dans une combi- 
naison noaveUe;ceIui-là n’a pas l’obscurité du reste négatif isolé 
auquel on ne pent être conduit que par une question. Tel est le 
somftiaire du chapitre deuxième. 

lin établissant, dans le chapitre troisième , les règles relatives 
aux signes dans la mnltipUcation , je m’abstiens de prendre des 
factenrs tels que — a, -+-a, — 6,-+-6, parce qu’ils impliquent 
contradiction, en ce sens qu’une quantité isolée ne doit pas avoir 
désigné, comme jeltoi observé dans le chapitre précédent ; je sup- 
pose toujours , avec M. Laplace , des facteurs binômes , et alors les 
inclusions relatives aux signes, qu’on tire des produits, n’offrent 
rien d’obscur. De cette manière on ne se prive pas de l’avantage de 
s'expliquer sur des nombres, ce qu’on doit fairele plus souvent pos- 
sible, lorsqu’on parle à des élèves qui ne savent encore que l’Arith- 
métique. Le procédé jmur multiplier deux polynômes l’un par 
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l’autre, n’est qn’indiqué dans les auteurs; j’ai cm necessaire de 
le démontrer, et de faire observer que, quelque compliqués que 
soient les facteurs, la multiplication n’est, en dernier résultat, 
qu’une répétition de cette opération sur deux monomes,’ qu’on 
géncralisçra sans peine. Ici se complète la notion de similitude, 
d’où résulte celle de l’homogénéité des termes. 

Dans le chapitre quatrième sur la division, je donne les rè- 
gles de la division des monomes, en considérant successivement 
les signes, les coéfficicns, les lettres et les exposant. Dans la di- 
vision de deux exponentielles d’une même lettre, on sait d'avance 
que le quotient doit être cette lettre, et il reste à découvrir 
son exposant qu’on trouve égal à la différence entre les exposans 
dudividende et du diviseur, et de là la nécessité de distinguer trois 
cas, dans deux desquels on est conduit à ces résultats singuliers, 
o», a — *1 qui sont interprétés, résultats qu’on n’aurait pas ren- 
contrés si l’on eût suivi la règle pour la division des lettres : le 
dernier, qui est donné par une différence négative isolée , devient 
l’objet d’un examen particulier qu’on trouve dans le chapitre qua- 
torzième: il fournit à l’élève une première occasion de remar- 
quer que l’Algèbrc-dermie eu uitmu temps la valeur du nombre 
inconnu et son signe. Ayant prouvé que a° =i , pour toute valeur 
de a , il convenait d’examiner le cas de <z = o , d’où résulte o" 
qui se traduit en f, expression qui vient s’offrir pour la pre^ 
mière fois : je fais remarquer, i° que le quotient de o par o peut 
être quelconque; a° qu’une telle fraction peut n’admettre qu’une 
seule valeur , ‘ en sorte que n’annonce pas toujours une indéter- 
mination. A mesure que ces réponses singulières se reproduisent, 
les distinctions auxquelles elles donnent lien, quant à leur significa- 
tion , sont assignées plus soigneusement. Je passe à la division des po- 
lynômes et je démontre qu’ellese réduit àcelledes deux termesdeplus 
grands exposans du dividende et du diviseur division qu’on peut 
toujours faire , et qui remplace avantageusement celle d’un dividende 
partiel par le diviseur, laquelle n’est pas toujours possible. La divi- 
sion numérique ne ]>eut pas ainsi être réduite à (elle de deux termes 
d’exposans plus élevés de la base du système, à cause des retenues. 
Kous donnons la traduction d’un nombre en un polynôme , la- 
quelle trouvera son emploi plus loin. 

Quoique les fractions littérales, que nous considérons dans lecin- 
quiéme chapitre , soient soumises aux règles démontrées sur les 
fractions numériques, et quelles partagent les propriétés de celles- 
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ci, néanmoins nous en avons établi la théorie antrement , en par- 
tant de ce principe , que si l'on opère d^. la même manière sur les 
deux membres de l’égalité, qui a toujours lieu entre le numérateur 
d’une fraction et le produit de son dénominateur par la valeur de 
la fraction, les résultats sont toujotirs égaux. Il importait de s’ex- 
pliquer sur le cas où la lettre, suivant laquelle on ordonne,renfcrme 
des exposans tant positifs que négatifs. Je crois n’aVoir pas alongé 
inutilement ce chapitre, en examinant les variations d’une fraction , 
correspondantes à des variations égales tant én plus qu'en moins 
de ses deux termes : j’ai voulu présenter à l’élève, dans celte ques- 
tion , un premier modèle d’une discussion complète : il rencontre 
encore ces résultats ; et f : ce sont desfaits recueillis en passant, 
et qui doivent être expliqués par la suite. Je termine par une ap- 
plication de la division algébrique aux nombres. 

la; chapitre sixième, qui a pour titre : Recherche du plus grand 
commun diviseur entre un nombre quelconque de nombres, est une 
préparation au chapitre vingt-quatrième dans lequel on étend la 
même question aux polynômes : il offre sur les fractions conti- 
« nues tout ce qu’il est nécessaire d'en savoir pour calculer le loga- 
rithme d’un nombre : la théorie complète de ces sortes de fractions , 
est renvoyée en partie au chapitre trentième, et son complément se 
trouve dans la seconde section. . 

Le chapitre septième fait naturellement suite aux deux précédées, 
puisqu’il s’agit de la résolution des quotients en suites infinies. Ony 
trouve l’interprétation decerésultat jdéjà rencontré précédemment; 
il se reproduit commeterme sommatoire d’une suite qui ne s’arrête 
jamais: ce symbole que les géomètres appellent, par abréviation , 
Y infini, est déjà, sous celte origine, une annonce de contradiction ; 
c’est , en effet , l’emblème d’une somme qu’on ne peut obtenir , puis- 
qu’on n’en connaît pas tons les termes; non pas cependant que de 
telles suites soient toujours représentées par ; , ce qu’il est facile de 
concevoir, en observant que si à la moitié d’une ligne, on ajoute la 
moitié du reste , à cette somme ,1a moitié du reste et ainsi de suite, 
la somme nepourra jamais être la ligne entière.Nonsavons consigné 
ici une notion nouvelle qui est celle de limite, notion souven t in voquée 
par la suite. Ces développemens en suites infinies correspondentaiix 
fractions décimales non terminées ; mais par l’opération arithmé- 
tique, les chiffres de celles-ci s’obtiennent un à nn , tandis que 

si l’on développe une fraction-^ en une série de fractions dont les 
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dénominatenrs soient toutes les puissances entières et positlres de 
m , les numérateurs donneront plusieurs chiffres , lorsqu’on par- 
ticularisera le module m et les représentations a et b. Comme il s'a- 
gissait ici de comparer deux résultats obtenus l’un par l’Algèbre et 
l’autre par l'Ariihmétique, il fallait procéder d’une manière ana- 
logue; c’est pourquoi j’ai traité à part cette question, quoique 
sa solution fût évidemment comprise dans ce qui précède. Enfin , 
en résumant ce cbajiitre et le précédent , on reconnaît qu’une 
même fraction peut se produire flkus des formes essentiellement 
différentes, espèce de métamor[>hose qui est un des caractères 
distinctifs de cette branche de calcul. 

Dans le huitième chapitre, j’ai démontré cette série de pro- 
positions supposées dans ce qui précède, ou dont la connaissance 
est indispensable pour l’intelligence de ce qui suit; savoir : i* on 
multiplie ou on divise un produit en multipliant ou en divisant 
un des facteurs; a° le produit d’un nombre quelconque de nom- 
bres, reste le même dans quelque ordre qu’on multiplie les fac- 
teurs; 3° si le produit ab est divisible par c, et que 6 et c soient 
premiers entr’eux , e divise n ; 4° deux fractions irréductibles 
égales ont leurs termes corresponda ns égaux ; 5<> lorsqu’une 
fraction non irréductible est égale à une fraction irréductible, 
les deux termes de la première sont les mêmes multiples des deux 
termes de la seconde; 6° tout nombre premier ne peut diviser 
le produit de deux nombres, lorsqu’il ne divise aucun de ces 
nombres, etc. Viennent ensuite la décomposition d’un nombre 
en ses facteurs tant simples que composés ; la solution générale 
de cette question : traduire un nombre d'un système dans un autre 
système de numération , et. enfin les caractères de divisibilité de 
quelques nombres. Ce chapitre qui est un supplément à l’Arith- 
métique, me parait réunir l’intérêt à l’utilité. 

Je me suis fondé, ainsi que je l’ai dit plus haut, sur la clas- 
sification des matières, adoptée en Arithmétique, pour placer 
ici la formation des puissances seconde et troisième et l’extrac- 
tion des racines carrée et cubique des polynômes et des nom- 
bres. Tel est le texte des chapitres neuvième, dixième et on- 
zième. 

Dans le chapitre neuvième, qui a pour titre : des Radicaux, 
et où on est naturellement conduit à une distinction des nom- 
bres en commensurables et incommensurables , je complète les 
règles relatives û la multiplication et à la division des exponen- 
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tlelle« à exposans fractionnairo tant positif] que négatifs et in- 
commensurables des deux signes : je démontre , i» que la racine 
d’un nombre est rédnctible, quand son indice est décomposable 
en facteurs ; que l’nnité .est la limite des raeines dont l’indice 
teroit continuellement, et que de l’indice zéro à l’infini, la ra- 
cine revient de l’infini à l’unité. Cette propriété que la racine 
d’un produit est le produit des racines de même ordre de cha- 
cun des facteurs, donne un moyen précieux de faciliter l’ex- 
traction des racines carrées et cubiques de tout nombre décom- 
posable en facteurs. C’est ainsi que l’Arithmétique emprunte des 
secours de J’Algèbre. Les racines imaginaires résultent de l’extrac- 
tion d’une racine paire d'un résultat négatif isolé, mais leur 
origine est plus soigneusement examinée dans les quatorzième et , 
dix-neuvième chapitres. Après avoir prouvé que ces imaginaires 
qui forment dans l’Algèbre un symbole précieux, se réduisent 
tontes à \f — i , je reprends sur ces sortes de racines les opé- 
rations élémentaires auxquelles succèdent diverses transformations 
dont l’utilité ne peut être méconnue, et enfin les quatre formules 
qui donnent tontes les pnissanccs de \/ , • 



Dans le dixième chapitre, on donne la formule du carré et du 
cube d’un binôme, i® pour arriver aunnoyensde former par de 
simples additions des tables de carrés et de cubrs des nombres 
naturels; a® pour établir les caractères auxquels on reconnaît si 
la racine obtenue n’est pas trop petite d’une unité ; 3“ pour fon- 
der, plus commodément qu’on ne peut les faire en Arithmétique, 
les règles a snrire dans l’extraction des racines carrées et cubiques; 
4® pont trouver par la simple division la surplus d’une racine 
carrée on cubique, lorsque déjà on a obtenu un certain nombre 
des premiers chiffres ! On termine ce chapitre par deux problèmes 
qui complètent la théorie. 



La formule d’une puissance entière et positive m d’un binôme, 
dont la démonstration fait le sujet du onzième chapitre , est une 
généralisation de celles qui ont été données précédemment. Cette 
question qui se réduit à la recherche du terme général des coéfC- 
ciens numériques, revient à compter le nombre des produits dif- 
férons qu’on peut faire avec <n lettres multipliées nà n ; or comme 
du nombre de cc».produits, supposé connu, on passe à celui des 
arrangemens de m lettres n à n, en faisant dans chaque produit 
partiel, entre n lettres, tous les arrangemens possibles de cesjcttras. 
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et comme d'aillcnrs on sait compter directement le même nombre 
d’arrangemens, on a ainsi une égalité entre le nombre de pro- 
duits cherché et le nombre d’arrangemens de /n et n lettres n à n : 
en sorte que la question, ainsi réduite à ses véritables termes, n’oifre 
pins de difficulté. A la snite de quelques théorèmes , j'appliquaêP 

la formule du binôme au développement de la fraction — — • 

jr — a 

déjà donné (chap. VIII ) pour un exposant m défini , fraction qui , 
pour a; == a , devient Y et dont la valeur vraie est mam — i,en ob- 
servant qu'ici ce symbole ^ cat dû à une seule hypothèse. 

En suivant l’ordre naturel des ehoses , on doit passer de l’ex- 
traction des racines carrées et cubiques des nombres, à celle des 
. polynômes , qui est en e^et le sujet du douzième chapitre ; noos 
avons résolu la question , i<> en suivant la marche inverse de la - 
composition^ des puissances seconde et troisième ; 3° en partant 
du principe des plus grands termes, qui sert de base à la division 
avec laquelle l’extraction a de l’analogie : le procédé établi de 
cette manière , s’étend à nn radical d’on indice quelconques Ce 
qui est dit dans le septième xhapitre sur l’iUilité des séries con- 
vergentes, se trouve confirmé par les applications qui terminent 
celui-ci. 

La théorie des équi-différences, des éqni-qiioliens et des rap- 
ports égaux prolongés, compose le dernier des treize chapitres qui 
correspondent à l’Arithmétique : je n’ai dit qu’un mot de l’équi- 
différencc qui n’est presque pas usitée. Les propriétés de l’équi- 
quutient et des rapports égaux prolongés, ne sont que des résul- 
tats de la combinaison de propriétés des fractions et de l’égalilé : je 
les ai traduites et énoncées en notations et dénominations ancien- 
nes, parce qu’elles sont encore employées dans des traités mo- 
^ dernés de Géométrie. 

Le chapitre quatorzième est consacré à la résolution des équa- 
tions du premier degré , à une inconnue : nous donnons d’abord 
quelques notions snr les quantités négatives isolées, snr le zéro et 
l’unité absolue et conventionelle , distinction importante et qu’on 
n’a pas assez précisée et enfin snr le passage du positif au négatif et 
du réel à l’imaginaire. Après avoir défini les équations déterminées 
et indéterminées, nous revenons plus*en détail sur quelques pré- 
ceptes généraux donnés dans lepremierchapitrcy relatifs à la réso- 
lution des questions. Nous passons ensuite à quelques problèmes 
que nous avons choisis de manière à ce qu’ils soient instructifs. 
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mais aaxqnels il conviendra d’en ajouter bcauconp d’antres pour 
exercer les élèves. Ce chapitre est terminé par une démonstration 
de la règle de fausse position dont on trouve des applications dans 
rA.ritbmétique et qui en auront d’autres dans la suite de ce traité. 
Nous avons eu l’occasion de développer la signification des sym- 
Ajoles iet-jou oc, en tant qnelepremierannbnce une indéterminatioti. 
et le second unehlipossibilitébuplus exactement nnc contradiction. 

Les suites par différences et par quotiens égaux, sont le sujet du 
eliapitrequinzièmc.Lcs recherches auxquelles ellesdonncnt lieu, se 
réduisent à celles des termes généraux et sommatoires. La seule 
hypothèse du facteur constant = i, donne encore ici. J comme 
terme sommatoire d’une progression par quotiens égaux, et on 
sait d’ailleurs que cette somme est égale à n fois le premier terme, 
n désignant le nombre des termes. Mais lorsque les suites par 
quotiens égaux sont décroissantes et indéfinitivement prolongées, 
on substitueaii terme sommatoire, qu’on ne peut obtenir, nn nombre 
tel qu’entrelui et la valeur de la totalité de la suite, on ne peut inter- 
caler aucun autre nombre. Nous trouvons donc non les véritables 
sommes, maisleurs limitcs.I.es fractions décimales périodiques ren- 
trent dans les suites décroissantes et infinies qne nous venons de 
considérer : j’assigne ici les caractères qui font reconnaître si la 
période doit on non commencer immédiatement à la droite de la 
virgule, et dans ce dernier cas, je recherche le rang du premier 
des chiffres périodiques. Je termine par la sommation de quelques 
'séries réductibles à des suites x>ar quotiens égaux. 

L’otigine assignée aux logarithmes par £uler et M. Lagrange, 
ne permet ÿlus de ne les envisager qu’arithmétiqnement : leur 
théorie devient un des chapitres de l’Algèbre. En me renfermant, 
ainsi que l’a fait Euler dans son Algèbre, dans les élémens de cette 
doctrine, j’ai donné dans le seizième chapitre, plnsieurs théorèmes 
qu’on ne trouve pas dans éet excellent ouvrage, et qui sont de- 
venus indispensables dans l’état actuel delà science. Aulieudescom- 
plémens arithmétiques dont les calculateurs ont souvent reconnu 
l’inconvénient, j’cmploieles caractéristiques négatives qne j’ai déjà 
faitconnaltreen Arithmétique, et qui conserv entuneanalogiedesigni- 
6cation avec les positives, lapartie décimale, jointeàccscaractéristi. 
qaes, restant positive ;cet expédient m’a dispensé de parler des com- 
plémens arithmétiques. Par le calcul du logarithme du nombre a sur 
la base io,jen’ai voulu que montrer la possibilité de former une table 
de logarithmes et je renvoie , pour plus ample instruction sur ce 
point, au chapitre vingtième et à la seconde section de l’ouvrage. 
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A mesure qu'on s'éloigne du commencement d’une science, les 
moyens se multiplient ; de là cette. diversité de méthodes que plu- 
sieurs personnes réprouvent à tort, et parce qu’elle est à-Ia-fois une 
source d'instruction et une confirmation de la science, et parce 
qu’enfln, en admettant que l’élève ne doive en étudier qu%ne, il 
q^t tont naturel de lui laisser l’option. J’ai pour mon compte e\* 
ploité beaucoup de têtes, et il m’est quelquefois arrivé, eu pré- 
sentant une chose sous plusieurs faces, de voir la lumière jaillir de 
celle que j’aurais jugée la moins propre à éclairer. Je n’ai donc va- 
rié les ronsidérations, multiplié les démonstrations et les méthodes, 
que parce que l’expérience de l’enseignement, qui conseille ton- 
'joiirs bien, m’en a fait connaître la nécessité, ou au moins l’utilité. 

Dans le chapitre dix-septième où il s’agit des équatious détermi- 
nées du premier degré à plusieurs inconnues, j’expose plusieurs 
procédés d’élimination, qui font également dépendre, en dernière 
analyse, la résolution de ces équations de celle d’un pareil nombre 
d’équations du premier degré à une inconnue; d’où l’on'conclut 
y qu’il n’existe qu’un seul système de valeurs qui poisse satisfaire aux 
proposées. J’observe que chacun des modes de résolution qu’on 
vient de faire connaître, ne doit pas être exclusivensent employé 

dans tous les cas.Jini'""H Wtim» lllIfltTÏTi fit i|iii iluii ii i 

avec soin , èriSêlà je passe à la discussion des racines , qui met 
dans tout son jour la signification de ces symboles co et ^ de 
contradiction et d'indétermination, de manière qu’il ne reste plus 
d’obscurité sur le sens de ces signes, dont l’importance est en même 
temps bien constatée. Je ne crains pas que ceux qui aiment à ap- 
profondir les choses, trouvent cette discussion trop étendue; je 
crois, au contraire , qu’ils me sauront quelque gré d’être entré dans 
dans ces détails. Le point de vue sous lequel j 'envisage ensuite l’éli- 
mination, en la ramenant à la division, sous la condition d’égaler 
le reste à zéro , est important comme méthode nouvélle et comme 
introduction à la théorie générale de l’élimination qui fait le sujet 
d’un des chapitres de l’ouvrage. 

Je donne dans le chapitre dix-huitième, les élémens de l’analyse 
indéterminée ,'qui vient naturellement se classer ici. Après avoir 
assigné les cas dans lesquels l’équation peut admettre des solutions 
en nombres entiers et positifs, je prouve à priori, d'après La- 
grange, qu’il existe un système de solutions, et j’assigne les limites 
qui les comprennent. J’applique la méthode à plusieurs exemples. 
Mais comme le complément de celle belle doctrine suppose la 



\ 






Ch...gk 



DE L’OUVRAGlf. xx'vij 

connaissance 'de quelques propriétés des fractions continues, je 
l’ai renvoyé à la seconde section. 

La résolution des é-quations du second degré , qui fait la matière 
du dix-neuvième chapitre, prépare en quelque sorte à la théorie 
générale des équations numériques. La pluralité des racines , la 
'propriété dont jouit le premier membre d’étre divisible par Vin- 
connue moins chacune d'elles, la manière dont elles sont combi- 
nées dans les coéfSciens, les distinctions de ces racines en réelles 
commensurables et incommensurables, égales-et inégales, ctima- 
(ifiaircs, sont autant de faitssqni ont lien, quel que soit le degré 
de l’équation. La décomposition évidente en deux facteurs, des 
équations telles que x* — n=o etx* — px=so, conduit naturelle- 
ment la décomposition analogue des équations complètes du même 
degré, et l’égalité à zéro du produit détermine évidemment l’éga- 
lité à zéro de chacun des facteurs. J’ai démontré, par une analyse 
particulière et indépendante de la résolution, que l’existence d’une 
racine supposée, l’équation du second degré en comportait une 
seconde ; que le coéfficient du second terme, pris en signe contraire, 
est la somme de ces racines, et que le terme tout connu en est 
le produit; et de ces résultats, j’ai déduit les racines elles-mêmes. 
Ici SC produisent des symboles imaginaires dont il a été question 
(chap. IX et XVI), et qui, comme le dit M. Lagrange, n’indiquent 
pas, strictement parlant, une contraÿction, mais une impossibi- 
lité mise d’ailleurs en évidence par une question de Géométrie ('). 
Les racines négatives que le sent énoncé ne penl faire prévoir, in- 
diquent, comme dans les équations du premier degré, une recti- 
fication dans l’énoncé, pour qu’il soit satisfait parces racines prises 
positivement; quant aux racines imaginaires, le changement de 
signe de l’inconnue ne peut les ramener à la réalité, ensortc que 
l’impossibilité de résoudre la question, est alors absolue. Parmi 
les questions résolues daas ce chapitre, il en est une qui donne 
ce symbole v sous une signification déjà notée; il résulte d’une 
seule hypothèse faite dans les deux termes de U fraction, la. 
quelle n’admet qu’une valeur, qu’on obtient en remontant à la 



(*) C’est sortont dans la Géométrie analytique qne ces simholes ° , <• et celui 
de rimaginarité se manifestent fréquemment, et on enSroaveane interprétation 
très-nette dans les circonstances géométriques qui leur correspondent. 
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traduction immédiate de la question qui, dans les mêmes hjpo» 
thèses, se réduit à une équation du premier degré, en sorte que, 
comme l’observe encore M. Lagrange, un tel résultat correspond 
à un changement de forme dans l’expression. Je termine ce cha- 
pitre par les équations trinômes résolubles à la manière de celles 
du second degré. 

Il était indispensable, pour l’intelligence de ce qui suit, de bien 
fixer la notion de l’identité, de la caractériser par ce qui la dis- 
tingue de réalité et de l’équation , et de bien établir cette consé- 
quence , que l'identité entre deux pAfnomes ordonnés suivant lH 
puissances d'une lettre, doit avoir séparément lieu entre les coÉffi- 
ciens des mêmes puissances de cette lettre. C'est ce que j'ai fait 
dans le chapitre vingtième. Le but de la méthode qu'on y expose, 
est de résoudre une fonction d'une variable en une série procédant 
suivant les puissances de cette variable ; les coéfficiens de ces 
puissances, sont les inconnues à évaluer, et ces inconnues doivent 
être exprimées au moyen des nombres consignés dans la fonction : 
a cet effet, on lire d'une propriété caractéristique de cette fonction , 
une identité qui, d’après le principe que nous venons de poser, 
fournit, entre les rnéffirlaili iiiii^iiiii itn équations en nombre 
suffisant ponr'les' évaluer , ou plus exactement, une loi manifeste 
de dérivation qui, à partir d’une époque, tient lieu du surplus de 
ces équations. Entre autre# applications de cette méthode, on 
remarquera celle qui a pour objet de transformer un polynôme 
en X en nn autre suivant les mêmes puissances de x — n,n étant un 
nombre quelconque entier, transformation qui sert de fondement 
à la nouvelle méthode de M. Budan (si cependant elle est de lui), 
pour la résolution des équations numériques : viennent ensuite les 
développemens do binôme, dans les cas de l’exposant fractionnaire 
tant positif que négatif , suivis d’applications numériques propres 
à en faire sentir l’utilité ; comme je n’avfls pu que faire entrevoir 
(chap. XVI) la possibilité d’assigner le logarithme d’un nombre, 
j’ai cru devoir satisfaire le lecteur sur ce point , en lui donnant une 
formule au moyen de laquelle il put calculer sans peine, et par 
les seuls moyens de l’Arithmétique , le logarithme d'un nombre 
quelconque, ou plutôt ce qu’il faut ajouter au logarithme d’un nom- 
bre , pour avoir le logarithme du suivant ; car on pouvait être dans 
l'obligation de vérifier un logarithme des tables. 

Après avoir montré que celte fraction ; peut admettre une valeur * 
déterminée J et confirmé la chose par quelques exemples, il deve- 
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nait nécessaire de donner une méthode pour trouver la valeur 
vraie de ces sortes de fractions. Dans le vingt-uniême chapitre , j'ai 
d'abord déduit du rapprochement des faits, que lorsqu'un tel ré- 
sultat était dû à deux ou à plusieurs h^othèses, il annonçait une 
indétermination , et qü'il n’en était plus ainsi lorsqu'il résultait 
d’une seule hypothèse. Je sais qu'on traite ccttc question dans le 
Calcul différentiel , mais je pense qu’on trouvera sufUsamment 
motivée la restitution que j’en fais à l'Algèbre; et d’ailleurs tous 
ceux qui étudient cette branche de calcul , n'ont ni le temps ni la 
volonté d'aller au-delà. J'ai cru devoir énoncer ici , et confirmer 
par un exemple, ce principe de calcul : lortquc le symbole oo entre 
dans nne expression, on doit négliger vis-à-vis de lui les termes 
finis avec lesquels il se trouve combiné par voie d’addition et de 
soustraction : de ce principe dérivent quelques conséquences utiles, 
que je me suis contenté d'indiquer. 

A mesure que j'avance dans cett^ analyse de mon ouvrage, je 
croi| pouvoir procéder par des traits plus généraux, parce que je 
n’ai plus que des méthodes à caractériser. 

Si l’on jette 'un coup d’oeil général sur l’Algèbre , on voit que 
cette science , abstraction faite des opérations ordinaires, se partage 
naturellement en trois artieles principaux : i<> la théorie générale 
des équations, c’est-à-dire, l’ensemble des propriétés qui leur sont 
communes à toutes ; leur résolution générale, qui consiste à 
trouver une expression composée des coéfAciens de la proposée , 
et qui, mise au lieu de l'inconnue, satisfasse identiquement à cette 
équation , en sorte que tout s’y détruise par la seule opposition des 
signes ; 3° la résolution des équations numériques, où il s'agit de 
trouver des valeurs particulières ou numériques, qui satisfassent 
ou exactement , ou d'une manière aussi approchée qu’on le voudra , 
à une é(|uation dont tons les coéfficiens sont donnés eu nombres. 
Cette dernière recherche est, sans contredit, la plus utile dans 
l'application : car , outre que la résolution générale ne s'étend pas 
au-delà du quatrième degré ( 2 * section), les formules en sont déjà 
si compliquées, et le seraient tellement pour les degrés supérieurs, 
qu’on ne pourrait jamais s'en servir pour le calcul des racines. 11 
convient donc de faire d'abord connaître ce que l’on sait déplus 
général sur le premier point de la théorie générale des équations. 

L’équation JTz=o étant préparée de manière que la plus hauté 
puissance de x soit multipliée par l’unité, et que tous ses coéffî- 
ciens soient des nombres entiers , nous démontrons dans le vingt- 




Digitized by 



Google 



xx\ 



'table raisonnée 

deaxième chapitre , ce théorème fondamental ; le polynôme X est 
exactement divisible par l'inconnne moins une racine, et*ne l’est 
pins par l’inconnue moins tont nombre autre qu’une racine. Lors 
donc qu’ou suppose qne le premier membre d’une équation est 
divisible par .r — un nombre, ce nombre ne peut être qu’une 
racine: D’AUmhert est le premier qui ait démontré le principe pré- 
cédent d’onc manière rigoureuse. Nous en donnons ensuite, d’après 
M. Lagrange, une autre démonstration aussi exacte, mais plus 
complète, en ce qu’on y voit non-seulement que la division doit 
réussir, mais encore qu’elle réussit actuellement et généralement. 

A l’égard d’une équaliun du degré m , on suppose des racines en 
nombre m, et il est vrai seulement qu’on ne peut eu supposer un 
nombre pins grand, et on conclut pareil nombre de facteurs binô- 
mes. Que si l’on part de ces facteurs en nombre m, parce que leur 
produit prend la forme du premier membre, et qu’on veuille eu 
calculer les seconds termes, eprame l’identité doit s'établir entre les 
coéfficiens respectifs, on retombe sur la difficulté qu’on voulait 
éluder, c'est-à-dire qu’on est encore ramené à démontrer qu'il 
existe, soit un nombre, soit un symbole imaginaire qui repd nul le 
premier membre delà proposé». O n pi e u r e bien qne, par lamulti- - 
plication de phtsiMirs binômes simples, on forme une équation de 
tel degré qu’on veut , mais on n’a pas fait voir qu’une équation 
dont le premier membre est formé par la multiplication de plu- 
sieurs binômes simples i peut avoir tels coéfiieiens qu’on veut. 
Cette observation de M. Caslillon est rapportée par M. Laervix. 
Ce qu’il est bien essentiel de remarquer, c’est que la division 
exacte du polynôme A* par .r — une racine, ne peut se- faire qu’au- 
tant qne la racine est exacte ou coinmensnrable , et que, dans ce 
cas seulement, le degré de l'équation peut être abaissé. C’est par 
cette raison qu’on doit procéder d’abord à la recherche des racines 
romnfènsurablea des équations. J’ai été conduit à démontrer dans 
une note, quelques propriétés des nombres qui comprennent comme 
cas particulier , les caractères de divisibilité établis (ch. VIII ). 

L’objet dn chapitre vingt-troisième qu’on aurait pu intituler : 
Préparation des équations , est suffisamment défini par son titre; il 
renferme la solution de ce problème : une équation étant donnée , 
en déduire une autre dont les racines aient, avec celles de la pro- 
posée , une relation donnée, c’est-h-dire , faire toutes les opéra- 
tions aiithmétiquit sur les racines d'une équation , sans les con- 
naftre. 
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I.es trois chapitres qui sniveiit celui-ci, ramènent à la recher- 
che du plus grand commun diviseur entre des polynômes , opé- 
ration délicate , quoique les préceptes en soient simples et en 
petit nombre. J’ai fait voir dans le chapitre vingt-quatrième qù’on 
pouvait s’aider dans cette recherche , de la propriété démontrée 
plus haut, savoir, que si un polynôme devient nul par une cer- 
taine hypothèse faite sur l’uiie des lettres , il est exactement di- 
visible par cette lettre moins cette valeur. Mais si les deux poly- 
nômes n’admettent pas , en général , un commun diviseur , on 
peut du moins se proposer d’assigner la condition sous laquelle 
ils en prendraient un : c’est à cela que revient la résolution de 
deux équations déterminées d’un degré quelconque , ou l’élimi- 
nation dont nous allons parler , et que j’ai dû placer ici , parce 
qu’elle suppose ce qui précède , et qu’elle devient uécessaire pour 
ce qui suit. 

L’objet de l’élimination traitée dans le vingt-cinquième cha- 
pitre , et étendue seulement à deux équations entre deux incon- 
nues X et J', est de leur substituer deux antres équations, dont 
l’une ne renferme que y par exemple, et dont l’autre , entre x et 
y, ne contienne .r qu’à la première puissance , au moiq^ en gé- 
néral. On les déduit de cette considération , que tonte valeur 
de l’une des incounues , faisant partie des solutions et substituée 
dans les proposées, doit leur faire acquérir un commun diviseur 
qu’elles ne comportent pas généralement , lequel, égalé à zéro , 
donne la valeur correspondante de l’autre inconnue. L’une de 
ces équations substituées est donc la condition sous laquelle il 
existe un commun diviseur, et l’autre est formée de ce commun 
diviseur Ini-méme. 11 est prouvé que toutes les solutions, don- 
nées par les équations substituées, conviennent aux proposées , et 
réciproquement, que toutes les solutions des proposées, le sont 
aussi des équations substituées; mais les solutions des deux pro- 
posées conviennent en même temps à une infinité de systèmes d’é- 
quations différentes de celles-là par leurs degrés , et differentes 
encore sous les mêmes degrés; remarque importante qui sert à 
expliquer plusieurs difficultés, et à composer à volonté des exem- 
ples propres à offrir tous les cas dont l’examen forme une théo- 
rie complète. On rencontre encore ici ce résultat ^ donné par le 
diviseur commun du premier degré , lorsqu’il devrait fournir plu- 
sieurs solutions en x pour une solution en y. C’est ce qui a lieu , 
dit M. Lagrange , dans les formules, lorsqu’il est des cas qu’elles 
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ne peuvent représenter : c’est , pour ainsi dire , ajoute cet illnstre 
géomètre , le moyen que l’analyse emploie pour échapj>er aux 
contradictions. Mais l’équation finale ne donne pas seulement les 
racines en y' ; elle se charge aussi de racines étrangères à la ques- 
tion , ce qui est l’inconvénient ordinaire de cette méthode ; il fal- 
lait donc avoir égard à ces racines fausses et donner le moyen d’en 
débarrasser l’équation finale : c’est ce que j’ai fait, en m’aidant 
du Mémoire de M. Bnt , consigné dans le iS* cahier du Journal 
de l’École Polytechnique. Enfin je suis revenu sur la solution de 
cette question : Composer deux équations dont chacune soit d'un 
degré donné , et qui soient satisfaites par des couples de valeurs 
données. Je me suis plus étendu sur la méthode XEuler, que je 
ne l’avais fait dans les éditions précédentes , et j’ai ajouté la dé- 
monstration de cette proposition , que le degré de l'équation finale 
n’excède pas le produit des degrés des deux proposées , en sup- 
posant cependant que celte équation ne comporte pas de racines 
étrangères. Dans ce chapitre , je me suis imposé la lui de tout 
éclaircir par des exemples choisis avec soin. 

Nous avons déjà fait remarquer qu’il y avait lieu à distinguer 
quatre espèces de racines ; i9 les racines réelles commensurables 
et inégales ; a“ les racines réelles égales ; 3° les racines réelles in- 
commensurables; 4° enfin les racines imaginaires. La recherche 
de ces quatre classes de racines, constitue la résolution générale 
et complète des éqqations numériques : mais dans cette section, U 
ne sera question que des trois premières; ce qui concerne la der- 
nière est renvoyé a la seconde section. 

De ce que le polynôme qui forme le premier membre d’une 
équation, n’est exactement divisible que par l’inconnue moins 
une racine , il suit nécessairement que tout nombre qui satisfait 
aux conditions d’identité entre ce polynôme, et le produit de son 
diviseur binôme supposé par le quotient, ne peut être qu’une 
racine. Ces conditions présentées dans le vingt-sixième chapitre, 
font donc connaître les racines commensurables en même temps 
qu’elles donnent les coéfficiens du quotient de la proposée di- 
visée par l'inconflne moins le nombre qui vient d’élre reconnu 
racine. On peut donc et on doit débarrasser la proposée de toutes 
ses racines entières , inégales , pour procéder plus commodément 
à la recherche des trois dernières espèces de racines. Tai fait 
connaître l’ingénieuse méthode de M, Budan , si cependant le mé- 
moire sous son nom est de luL 
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L équation anx différences des racines, est incontestablement 
te mo^ren le plus commode et le plus lumineux de trouver le ca- 
ractère qui annonce tes racines de la seconde espèce que nous 
considérons dans le vingt-septième chapitre, puisque de telles ra- 
cines ne peuvent avoir lieu , sans que plusieurs de celles de l’é- 
quation aux différences ne deviennent nulles , et réciproquement, 
ce qui ramène la recherche de ces racines égales à celle du plus 
grand commun diviseur entre un certain nombre de coéfflciens , 
à partir du dernier , de l’équation aux différences : il fallait en- 
core examiner comment les facteurs multiples de la proposée -se 
combinent, et comment se compqgÿent lenrs exposans dans les 
plus grandscommtins diviseurs successifs entre les coéfBcicns dont 
nous venons de parler : c’est ce que j’ai fait, et, en partant de 
la même analyse , j’ai déduit de la proposée deux équations sé- 
parées dont l’une résulte de tous les facteurs^ multiples élevés 
chacun à la première puissance , et l’antre , des facteurs inégaux : 
bien plus, et en supposant la proposée de la (otiat P 
etc. =o , oii P est le produit des facteurs inégaux , Q' celui des 
facteurs doubles, R* celui des facteurs triples , etc. ,J’ai partagé la 
proposée dans ces équations P=o, Q=o, R=a, S==o , T=ao," 
etc. , ce qui est le dernier terme de la décomposition. J’ai , donné 
de la théorie des racines égales une autre exposition dégagée de 
tout calcul. 

?lons en sommes anx racines incommensurables. Si cet inven- 
taire de mon ouvrage ne s’adressait qu'aux élèves , je me dispen- 
serais de répéter ce que j’ai dit au commencement du chapitre 
vingt- huitième; mais je l’ai fait aussi pour les personnes qui veu- 
lent connaître ce Traité d’après ce seul exposé. Ces racines se 
composent , i» d’une partie entière ; a° d’une fraction décimale 
incommensurable. Nous ne nous occupons ici que de la partie 
•ntière. Comme on sait changer les racines négatives en posi- 
tives , il suffît de résoudre la question par rapport à celles-ci , 
et d’abord nous assignons deux limites qui les comprennent ; ayant 
ensuite démontré que deux nombres qui , substitués pour l'incon- 
nue dans une équation , donnent des résultats de signes différens, 
interceptent au moins une racine réelle , nous cherchons quel doit 
être l’intervalloentre les substitutions à faire depuis la plus petite 
jusqu'à la plus grande limite des racines positives , pour que les 
couples de résultats de signes contraires , soient précisément en 
même nombre que les racines réelles positives, parce qu’alors les 
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deux snbslitulions correspondantes ne comprenant plus qu’une ra- 
cine , si la diiTérence de ces substitutions n'excède pas l'unité , 
la plus petite peut être prise pour la partie entière de la ra- 
cine ; et comme on peut toujours ramener cette différence à l’u- 
nité et même à un nombre moindre , s’il est nécessaire , la ques- 
tion est résolue. Ici se reproduit encore l’équation aux différences 
des racines , comme moyen de solution. Dans ce chapitre , on. 
démontre l’existence d’une racine pour toute équation de degré 
impair, et pour toute équation de degré pair avec un dernier terme 
positif; il resterait donc à prouver que toute équation de degré 
pair, avec un dernier terme positif, doit admettre des racines soit 
réelles , sojt imaginaires. • Or , dit M. Lacroix , tonte éqnation 

> de degré pair, dont le dernier terme est négatif , a au moins 
» deux racines réelles; mais la valeur de ces racines, dépendant 

> de celles des coélSciens de la proposée, doit nécessairement être 

* composée d'une certaine manière de ces c^fficiens , ou en être 
» ce qu’on appelle une fonction. Quoiqu’on ne puisse assigner 
« la forme de cette fonction , son existence n’en est pas moins 

> évidente ; et d’ailleurs, la méthode des séries et le calcul diffé- 
’ » rentiel fournissent le moyen d’en obtenir des développemens. 
« Cela posé , il est visible qu’elle doit encore subsister, lorsqu’on 
» y change le signe du dernier tcrfhe de l’équation proposée , et 
s qu’alors elle deviendra la racine de l’équation d’un degré pair, 

* dont le dernier terme est positif : elle pourra , par ce change- 
s ment , cesser d'étre réelle, mais non pas cesser d’exister comme 
a expression analytique ; il sera donc toujours permis de la re- 
« présenter par un symbole qui jouira des propriétés des autres 

* racines. ■ 

Dans le chapitre vingt-neuvième, j’ai démontré par la Géomé- 
trie des courbes, les théorèmes déduits dans le précédent d^ 
consi4érations purement analytiques : par là j’ai voulu montrer 
aux élèves la route qui les avait fait découvrir, et les préparer 
ainsi à l’étude de la Géométrie analytique. 

A l’effet d’apprécier l’erreur (yi’on commet en ne prenant pour 
la racine qu’une portion de la fraction continue et infinie qui 
la représente , et estimer ainsi le degré précis d’approximation 
auquel on'cst parvenu, il devenait nécessaire de (démontrer quel- 
ques propriétés des fracffbns continues; c’est ce que nous avons 
fait dans le trentième chapitre qui est une addition. 

11 reste maintenant à trouver la fraction décimale infinie de 
chacune des racines incommensurables; mais comme un résultat 
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est répaté eiact, lorsqu'il est énoncé avec une a]f|)roxiniation 
suffisante , on se borne dans cette recherche à un nombre de dé- 
cimales, requis par la question particulière qu’on a en vue. Ces 
décimales s’obtiennent «uccessivement, et chacune d’elles, ajoutée 
an résultat précédemment obtenu, le rend plus convergent vers 
la racine totale. La seconde des deux méthodes exposées dans 
le chapitre trente-unièmc , et qui est préférable à la première , 
ne peut être employée sans scrupule que sous une certaine res- 
triction, et il est difficile, peut-être même impossible, dit M. La- 
grange, de juger si la condition sous laquelle on peut en user 
avec certitude, est remplie on non; d’ailleurs cette condition im- 
plique la forme des racines imaginaires, et nous avons renvoyé 
tout ce qui les concerne à la seconde section. Nous avons donc 
remplacé ces deux méthodes , qu’il est cependant bon de con- 
naître, par une troisième que nous avons transportée de la se- 
conde section dans eelle-ci, et qui a sur les précédentes l’avan- 
tage de ne pas souffrir de restriction. Cette méthode donne les 
résultats successifs sons la forme de fraction continue, en sorte 
qu’on a le moyen d’estimer à chaque opération , le degré de 
l’approximation; et ce qu’il est essentiel d’observer, c’est que 
la recherche de l’approximation est ramenée à celle de la partie 
entière. 

Le trente-deuxième chapitre est encore nne addition : il y est 
question de quelques expidiens auxquels ou peut recourir dans 
la recherche des racines réelles entières et incommensurables des 
équations. Ce chapitre est tout entier en exemples. A l’égard des 
racines incommensurables, on calcule d’abord un nombre de 
résultats correspondans aux hypothèses x = o: = i, = a, etc. , 
tel ^u’on puisse obtenir des diifcrences constantes au moyen des- 
quelles on peut, par de simples additions et soustractions, pro- 
longer indéfiniment la ligne des résultats dans les deux sens : 
alors, par un examen attentif de la marche de ces résultats , et par 
des substitutions intermédiaires, au défaut d’autres données, on 
découvre les limites de chacune des racines, et on a encore des 
aperçus sur la distance de la racine à l'une des limites : on a 
donc une portion de la racine qu'il s’agit d’évaluer plus exacte- 
ment. A cet effet, on emploie la règle de fausse position qui 
consiste à faire l’inconnue x égale à la plus petite substitution p 
plus le résultat correspondant divisé par ce résultat, moins celui 
qui est dû â la substitution/)-;-!. Cette fraction donne généra- 
lement nne première approximation qui, dans certains cas, est 
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ass«z nolabÆ. An reste, nous ayons ainsi tronvd, avec dix dé- 
cimales exactes, la racine d’une équation du cinquième degré , 
obtenue autrement par M. Legendre dans sa trigonométrie. Nous 
renvoyons pour de plus amples détails, an chapitre XV de la 
Trigonométrie de CagaoU, et aus élémens d Arithmétique univer- 
selle par Kramp. 

Le chapitre trente-troisième , qui termine l’ouvrage et la troU 
sième sous-division , m’a paru indispensable comme offrant des 
caractères d’après lesquels on peut reconnaître le nombre des 
racines positives et négatives d’une équation qui n’en a qne de 
réelles, et, en général, le plus grand nombre de racines tant 
positives que négatives d’une équation, et, même dans quelques 
cas , la présence des racines imaginaire^ 

Je ne dois pas terminer ce résumé, sans consigner ici les obli- 
gations qne j’ai à mon collègue d’Académie, M. Quételet, profes- 
seur i l’Athénée de Bruxelles , qui , quoiqu’occupé de la compo- 
sition d'un ouvrage classique qui nous manque , a bien voulu se 
charger de la révision des épreuve», travail fastidieux et qui exige 
autant de contention d’esprit qne d’habitude de la science. 



AVIS. 

D»s One première lecture de œ traité, ou ai l’on veut a’en tenir anx aûs- 
pies étémena de l'Algèbre , cèceaMirea pour l'intelligence de la Géométrie, on 
ponm te borner anx nnmérot aniTant : 

Les toixante-denx premiers nnmérot : on reprendra dn n° 64 incloaive- 
ment,ao n* 77 incltuivement ; les a°’ 81 et 81 ; depuis le n° g 3 jnsqn’l 
io 3 inclnaiment; les n” Io 5 , to6 et 107: depuis le n* tio juwu'à 117 
inclnsiTement ; depuis le n° i 3 o jusqu'à i 38 incluslTement ; de^it 14s 
jusqu’à rSa incluaivemeut ; depnis le n* 180 juaqn'à ao6 incluaiTement; 
depuis 009 jusqu’à ai6 inclasieement ; les ns> 318 et aig; les problè- 
me» I et II; les n°> 333 , 336, 337; les problèmes I , II TI et TH; 

les n» 333 , u 34 , »36 et les applications tous le n° a37 ; les n°* 340, 
341, 343,343, 347; les problèmes II et ni. 

Dans une seconde lecture , on pourra compléter ces dix-neuf premiers 
chapitres et passer à l'étude de la seconde partie de l'ourrage . qui se com- 
pose des chapitres X.X et tnivans qn’ou pourra lire d'abord dans l’ordre qui 
suit : r 

Depuis le'n* 353 jusqu’à 360 inclusivement ; depuis 367 jusqu’à 370 in- 
clnsiTement ; les n°* 3 7 3 et 37 3 ; depuis 377 jnsqn'à 3 o 5 inclusivement depnis 3 1 3 
jusqa’à 3 i 4 iurlusivemeot ; depnis 3 t 7 jusqu’à 333 inclutiTcment ; depuis 3 a 4 
jusqu'à 337 inclusivement; depuis 3 a 8 juaqn'à 348 inclusivement; depuis 
353 jnsqn'à 36 1. 

Ces connaissances snfCsent ponr étndier la Géométrie analytique. 

Ensuite on complétera cette seconde partie de l'onvrage. Ceux enfin qni 
voudront étudier l'Algèbre prorondement , pour passer ensuite à l'étude do 
l'analyse infinitésimale , pourront prendre le second volonté qui a pour titre 
Seconde section d» l'MIgibrc , »t qui Se tronre cbes le même libraire. 
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Alphabet de la langue grecque. 



RANG 

des 

LETTRES. 


GRANDES 

L1TT&ES. 


PETITES 


LEUR 

TÂLEUR. 


LEUR' 

paONORGUTlOS. 


1 


A 


a 


a 


alpha 


a 


B 


■ P. 6 


b 


béta 


3 


r 


7. r 


8 


gamma 


4 


A 




d 


delta 


5 


E 


« 


e 


epsilon 


6 


Z 


ï 


« 


z<ta • 


7 


H 


a 


« 


éta 


8 


e 


6 


■ ih 


thêta , 


9 


I 


( 


j 


iota 


10 


* K 


K 


k 


cappa 


11 


A 


X 


1 


lambda 


la 


M 


P 


lU 


mu 


i3 


N 


y 


n 


nu , 


»4 


E 


4 


X ' 


XI 


1» 


O 


« 


O 


omicron 


i6 


n 


m 


t> 


pi 


«7 


P 


9 


r 


rho 


i8 


Z 


0. Ç. 


s 


sigma 


*9 


T 


T 


t 


tau 


ao 


ï 


U 


U 


upsilon 


* ai 


O 


ç 


ph 


phi 


aa 


X 


X 


ch 


chi 


a3 . 


V 


« 


P» 


psi 


a4 


n 


€» 


6 


oméga 
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Traite £ Arithmétique , édition, i vol. in-8*. 

Elémcns £ Algèbre, I®'® section, 4* édition, i. vol. in-8". 

II® section de X Algèbre, 4* édition, i vol. in-8". 

Traité de Géométrie,^* édition, i vol. in-8®, avec planches. 

Les Réciproques de la Géométrie, suivies d'un Recueil de 
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Elcmens de Géométrie ^alytique , a" édition, i vol. in-8", 
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^'planches. , 

Leçons à t Ecole Polytechnique, r vol. in-4®. ' 

Ouvrage sur le Compas de Proportion, suivi d’un Traité de 
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Recherches analytiques consignées dans un ouvrage sur la 
Courbe Trisectricc , faisant avec l'ouvrage i vol. in-8", 
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Hôtes sur \ Algèbre de Bezout, faisant avec l’Algèbre, 

I vol. in-8". 
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contient les Notes de Lagrange. 

Additions a VAlgebrt de CUùraut. 
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CHAPITRE PREMIER. 



NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

I . IV EWTOif appelle F Algèbre Arithmétique universelle: 
cette dénomination , dit Lagrange dans la Résolution 
des équations numériques , est exacte à quelques 
égards; mais elle ne fait pas assez connaître la vé- 
ritable différence entre l'Arithmétique et l'Algèbre : 
le caractère essentiel de celle-ci consiste en ce que 
les résultats de ses opérations, ne donnent pas les 
valeurs individuelles des quantités qu’on cherche, 
comme ceux des calculs arithmétiques ou des cons- 
tructions géométriques, mais représentent seulement 
les opérations, soit arithmétiques, soit géométriques, 
qu’il faut faire sur les quantités données, pour ob- 
tenir les valeurs cherchées : ces opérations ne seront 
effectuées que lorsqu’on en voudra venir à une ap- 
plication spéciale. 

a. Ces généralités pourront paraître abstraites à 
ceux qui n’ont pas les premières notions de l’Algè- 
bre; pour les mettre plus à la portée des commen- 
çans, et leur faire mieux sentir la distinction énon- 
cée entre l’Algèbre et r.\rithmétique, nous suppose- 
rons qu'on ail à ajouter les trois nombres 3 , 6 et 7; 
on trouve leur somme égale à i6 : ce résultat 16, 
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pris isolément, ne conserve aucune empreinte de 
l’opération qu’il a fellu faire pour l’obtenir, et il ne 
rappelle en aucune manière les nombres sur les- 
quels on a opéré : un tel résultat peut venir de l’ad- 
dition d’autres nombres que 3, 6 et 7 ; il peut encore 
être donné par toutes les opérations de l’Arithmé- 
tique. 

3. ]Mais, si au lieu de fondre en quelque sorte ces 
trois nombres 3, 6 et 7 en un seul, en consum- 
mant l’addition , on n’avait fait qu’indiquer la com- 
binaison ou l’opération à effectuer , en écrivant , 
par exemple , 3 plus 6 plus 7 , on aurait lu dans 
cette énonciation du résultat, et l’opération qu’on 
a faite et les nombres sur lesquels on l’a pratiquée : 
mais à ce mot plus , emprunté du langage ordi- 
naire, on a substitué (Arith. ) ce signe abrégé -t-, 
et alors on a cette représentation briève, 3 + ^ -H 7 , 
de la somme des nombres 3, 6 et 7 . En créant ainsi 
un signe particulier pour noter chaque opération 
de l’arithmétique , comme on l’a déjà vu (Arith.), 
on exprime tous les résultats au moyen des nom- 
bres donnés , et des signes qui rappellent les opé- 
rations à pratiquer sur eux, et qu’on peut ensuite 
eflectuer dans un ordre quelconque, comme nous 
le montrerons bientôt. 

4 . On a vu (Arith.) qu’il existe une infinité de 
systèmes d’ Arithmétique ; et qu’en passant d’un de 
ces systèmes à un, autre, les phrases numériques 
varient pour le même nombre. Pour rendre les ré- 
sultats numériques indépendans de toute conven- 
tion sur le module arithmétique , on a représenté 
les nombres par des caractères généraux, tels que 
les lettres de l’alphabet : en sorte qu’on énonce de 
la manière la plus générale, la somme de trois nom- 
bres par a 4- ^ -1- c, sans particulariser le système 
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d’ Arithmétique dans lequel les nombres représentés 
par les .symboles a, c, sont écrits. 

5. Viete ayant senti que les raisonnemens qui ser- 
vaient à découvrir la série d’opérations à effectuer 
sur les données d’une question pour arriver à la 
valeur de l’inconnue , pouvaient être rendus indé- 
pendans de ces données, en empêchant celle.s-ci de 
se mêler et de se fondre, pour ainsi dire, par les 
calculs arithmétiques , ‘étendit à la désignation des 
quantités connues, l'usage des lettres, adopté à ce 
qu’il parait, avant lui, pour celle des nombres in- 
connus seulement; cette innovation fit faire un grand 
pas à la science, et Descartes, par sa notation des 
exposans, compléta l’ensemble des symboles néces- 
saires pour exprimer les diverses relations que les 
opérations de l’Arithmétique établissent entre les 
nombres, et rappeler les propriétés dont chacun de 
ces nombres doit jouir dans l'état de la question. 

6 . Pour rendre plus sensible ce que nous venons 
de dire, suppo.sons qu’il s’agisse de partager le nom- 
bre 1 3 en deux parties , telles que la première sur- 
passe la seconde de cinq unités. Puisque la seconde 
partie eât égale à la première diminuée de cinq uni- 
tés, la somme de ces deux parties sera égale au 
double de la première diminuée de cinq unités, 
ou au double de la première moins cinq : mais, d’a- 
près l’énoncé, la somme de ces deux parties est 
égale à i3; donc en retranch.-mt 5 du double de 
la première partie, on aura i3, d’où il suit que le 
double de la première partie est égal à i3 plus 5 : 
cette première partie est donc 9 moitié de i3 plus 5, 
et la seconde est égale à 4 moitié de i3 moins 5. 

7 . En considérant d'autres nombres que i3 et 5, 
on trouve, par le même raisonnement, les deux 
parties demandées; mais pour ne pas le recommeo- 

I. 
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cer aussi souvent que l’on change de nombres , on 
a cherche à exprimer le résultat final d’une ma- 
nière indépendante des valeurs de ces données. A 
cet effet , on a représenté , comme nous l’avons 
déjà dit, les deux nombre^ par des caractères gé- 
néraux : les plus simples et ceux qui nous sont 
le plus familiers, sont les lettres de l’alphabet. Soient 
donc a le plus grand des deux nombres, et b le 
plus petit : en appliquant à ces caractères les rai- 
sonnemens que nous venons de faire sur les nom- 
bres i3 et 5, on trouve que la première partie de- 
mandée est égale à la moitié de la somme des deux 
nombres a et 6 , et comme, d’après la convention 
faite ( Arilh. et 3), cette somme est notée par a + b, 

sa moitié le sera par expression générale de 

la première partie cherchée. Quelles que soient les* 
valeurs numériques que l’on assigne aux lettres 
a et A, ou que doivent représenter ces lettres dans 
une question particulière, il ne s’agira que de les 
substituer dans cette expression , pour avoir la pre- 
mière partie. Les mêmes raisonnemens conduisent 

à cette expression — , de la seconde partie, le si- 
gne — écrit en avant de b, indiquant (Arilh.) que 
b doit être retranché de a. 

8 . Ces expressions générales, dont les deux pré- 
cédentes offrent des exemples très simples, sont un 
des plus grands avantages de l'Algèbre, parce que 
tout problème dont l’énoncé est compris dans l’é- 
noncé général qui a conduit à une telle expression 
ou formule , est résolu sur-le-champ , sans qu'on ait 
besoin de recommencer les raisonnemens souvent 
très compliqués qui en ont fait découvrir la solu- 
tion. 

9 . Un autre avantage de l’Algèbre, avantage qu’elle 
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doit à la simplicité de son langage, est de faire aper- 
cevoir très facilement certains rapports des nom- 
bres. Nous citerons en preuve cette proposition : le 
plus grand de deux nombres , est égal à la moitié de 
leur somme plus la moitié de leur différence : l’iden • 
tité de cet énoncé exige une assez grande attention 
pour être reconnue; mais elle devient évidente sur 
la traduction algébrique : en effet, reprenons ces ex- 
pressions —^1 et fournies par la question (6) 
généralisée : leur somme est— ^ -t-— ^ ^ : or ^ étant 

ajouté et soustrait, la somme se réduit ~ ~ qui 

vaut a, ou le plus grand des deux nombres. Nous dé- 
montrerons aussi que le plus petit b des deux nom- 
bres est égal à la moitié de la somme, moins la moi- 
tié de la différence. 

lo. Non-seulement, l’Algèbre donne la facilité de 
saisir les rapports, mais elle réduit les raisoune- 
mens à des opérations en quelque sorte mécaniques. 
Reprenons cet énoncé général : partager le nombre a 
en deux parties , telles que la première surpasse la 
seconde de b. Nous observerons que résoudre une 
question se réduit à découvrir un nombre inconnu, 
d’après ses relations avec d’autres nombres donnés ; 
qu’ainsi il est convenable de distinguer les quanti- 
tés connues ou données , des quantités inconimes 
ou cherchées : à cet effet , on est convenu de re- 
présenter celles-là par les premières lettres de l’al- 
phabet, et celles-ci par les dernières x,j, z, etc. 
Nommons donc x la première des deux parties dans 
lesquelles on doit partager le nombre a; la seconde 
sera x — b; mais, d’.iprès l’énoncé, la somme de ce.s 
deux parties doit être a : on a donc cette traduc- 
tion algébrique de l’énoncé 

X X — b — a. 
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qu’on jiomme équation : elle est composée de deux 
parties, qui sont x + x — b et a, qu’on nomme 
membres de l’équation, séparées par le signe =, 
qu'on proiioufe égal à (Arith.) : chacun de ces mem- 
bres exprime une des phrases équivalentes dont se 
compose l’énoncé. Quoique x soit la représentation 
d’un nombre inconnu, cependant en tant que x est 
un nombre, on a, dans le premier membre, cette 
réduction de x -H x en ax; en sorte que l’équation 
précédente se transforme dans celle-ci 
2 x — b = a : 

cette équation qui jouit des propriétés de l’égalité 
(Arith.), ne sera pas altérée, en ajoutant à chaque 
membre le nombre b, et alors elle devient 
2X — b-^ b — a + b = “ix, 
en observant que le nombre b, ajouté et soustrait 
en même-temps, donne o : or, puisque le double 
du nombre x est a -H ^ , ce nombre x n’est que la 
moitié de a + ^ : on a donc 

* O — h 

X = -1 > 

a ' 

formule dans laquelle on lit que le nombre x, qui 
est l’une des deux parties de a, est égal à la moi- 
tié de la somme des deux nombres a eX b \ con- 
clusion à laquelle on a été conduit ( 6 ) par le rai- 
sonnement. On peut observer qu’on a découvert, non 
pas la valeur numérique du nombre inconnu x, 
mais le système d’opérations à faire sur les quan- 
tités données, pour obtenir la valeur de l’inconnue 
qui remplit la condition énoncée. 

1 1 . C’est dans la série des transformations qu’on 
fait subir à la traduction immédiate d’une question ^ 
à l’effet de la ramener à la forme 
X — n, 

vj’est-à-dire, d’opérer la séparation des nombres con- 
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nus et inconnus, que consiste la résolution de Vé- 
quation : cette suite de transformations, pour ainsi 
dire, mécaniques, équivaut à un raisonnement com- 
plet; et les transformations successives dont nous 
venons de parler , correspondent aux différentes 
formes que reçoit la proposition énoncée. Ainsi lors- 
qu’on s’est procuré une expression concise de l’é- 
noncé d’une question, on lui fait subir une suite 
de changemens de forme, par lesquels on groupe 
peu à peu toutes les données dans un seul membre, 
et on isole dans l’autre la représentation du nom- 
bre inconnu. 

la. L’art de raisonner, dit Condillac^ se réduit à 
une langue bien faite; la langue de l’Algèbre est 
d'autant plus simple, que les signes qu’elle emploie 
pour fixer les idées , sont en petit nombre. On doit 
donc en bien fixer la signification , entrer dans les 
plus grands détails sur les premiers principes, rap- 
peler souvent l’attention de.s commençans sur les 
notions premières, et faire souvent aussi l’inventaire 
des matériaux qu’on a rais eu œuvre : il faut encore 
donner aux démonstrations la forme syllogistique, 
afin qu’en rendant visible la logique qui préside 
aux opérations, on ne s’accoutume pas à réduire l’Al- 
gèbre au mécanisme du calcul. 

i 3 . Puisque la valeur du nombre inconnu, qui 
est la réponse à la question , est toujours énoncée (10) 
au moyen d’opérations à faire sur les données, il 
paraît indispensable de démontrer de suite les règles 
de l’addition, soustraction, multiplication, division, 
formation'de puissances, extraction des racines des 
quantités littérales ou algébriques. 
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CHAPITRE II. 

ADDirroir et soüstractiow. 

14 . On sait déjà que cette formule a-\- b signifie 
que le nombre b est ajouté au nombre < 2 : si, dans tel 
cas particulier, a vaut 6 et & vaut 7 , la somme effec* 
tive sera 5 + 7 , ou la. Comme il est iudifféreiit d’a- 
jouter b avec a, ou a avec 6, on pourra écrire a + b 
o\x b + a. Maintenant si à la somme a + ^, on veut 
ajouter a-\- b, on aura pour nouvelle somme a-\- b' 

a b, ou plus brièvement aa-t- %b; le chiffre a 
qui précède les lettres a et ^ indiquant le nombre 
de fois que chacune d'elles est répétée dans la somme: , 

ce chiffic a se nomme coé^cient.Ces réductions aa, 

^b sont les seules parties de l’a ddition indiquée par J 

a-\- b a-k- qu’on puisse effectuer indépendam- i 

ment de toute valeur numérique des lettres a et b. 

Sous les bvpolUèses précédentes, a = 5, 6 = 7 , la 
somme aa-t- aA=io+ 14 = a4; et, en effet, a b 
valant ia,onaia + la =a4- Pareillement les quan- 
tités 5a -t- 34 , 9 a -t- ac, 9 ^ -+- 3</, qu’on peut déjà 
regarder comme des résultats d’addition, auront pour 
somme indiquée 5a -t- 34 -H 9 a -i-' ac -t- q4 + 3cf , et , 
par une réduction analogue à la précédente , qui 
consiste dans l’addition effectuée des lettres a et 4, 
cette somme pourra être exprimée plus brièvement 
comme il suit : i4a-|- ia4 + ac-l- 3J, les nombres 
i4, ta, a et 3 étant des coéfificiens dont nous 
avons défini l’acception ci-dessus. Sous les valeurs 
particulières a = i,4 = a,c=3,<f=4, on a 5a - 1 - 34 
= 5 + 6 = 11 ; 90 ^+ ac = 9 + 6 = 1 5 , 94 + 3if = 1 8 
+ ia = 3o, la somme ii + i5 + 3o = 56; et, en ef- 
fet, la somme i4« -P ia4 + a« + 3</= i4 + a4 -P 6 
+ 12 =? 56. 
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1 5 . Dans la somme \l\a + laé + ac + 3 <f, nous 
ti’avons pas écrit -4- en avant du premier terme \^a, 
parce que nous n’avions pas à indiquer l’addition 
de i4a à une quantité précédente. Kous observe- 
rons encore que l’ordre dans lequel on écrit les 
différens élémens \l\a, 11b, ac, Zd de la somme, 
est absolument indifl'érent , quant au résultat numé- 
rique. 

16. Lorsqu’une lettre u’a pas de coefficient, elle 
est censée avoir pour coefficient l’unité qui est sous- 

. entendue. 

17. D’après l’acception convenue du signe — (Arith. 
et 7), cette expression a — b signifie que le nom- 
bre b est retranché du nombre a : en sorte que 

* a valant la, et b valant 4 , on a a — b = S : il n’est 
donc pas indifférent d’écrire a — b ou b — a. Les 
nombres a et b étant donnés, il peut arriver, i® que 
a soit plus grand que b , relation qu’on désigne 
ainsi (Arith.) a > a® que a = b, dans ces deux 
cas, la soustraction est arithmétiquement possible; 
mais on peut être conduit par l’énoncé d’une ques- 
tion, ainsi qu’on le verra par la suite, à la relation 
a < by et alors nous fixerons d’une manière plus pré- 
cise que nous ue pouvons le faire ici, les idées sur 
ces sortes de restes dont il a déjà été question (Arith.): 
si l’on imagine qu’on prenne dans 3 une partie = a, 
ce qui est toujours possible dans l’hypothèse pré- 
sente , on aura d’abord a — a = o , et il restera à 
soustraire l’excédent de b sur a, que nous désigne- 
rons par d; or, quoique la soustraction suppose 
deux nombres, et qu’ici on n’ait que le nombre </, 
on pourra néanmoins le noter comme nombre à 
soustraire, en écrivant — ce sigHe — qui affecte d> 
rappelant que le nombre d doit désormais entrer 
soustractivement dans toutes les combinaisons dont 
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11 fera partie. Qu’on ait, par exemple, à combiner 
' par voie d’addition, — d avec un nombre c; la 

somme sera c — ce qui signiBe que le nombre d 
' doit être soustrait du nombre c, suivant l’acception 
du signe — . 

Pour éclaircir ce qui précède, supposons que de 
la somme 3 + 5 on ait à retrancher 7 ; on aura 
pour résultat 3 + 5 — 7=1 : mais au lieu d’ajou- 
ter 5 à 3 et de retrancher 7 de la somme, on peut 
de 3 retrancher 7 , ce qui donne le reste — 4> le- 
quel ajouté à 5 , donne 5 — 4 = > > ou bien encore, 
on peut retrancher 7 de 5, d’où résulte le reste — a, 
qui, combiné avec 3 sous son signe, donne 3 — a= i. 

1 8 . Ainsi ajouter à a la quantité — ou retran- 
cher 4 de a, revient numériquement au même. En > 
Algèbre, ajouter une quantité à une autre, n’est, 

à proprement parler , quantité 

avec son signe à la suite de la seconde ; il reste en- 
suite à effectuer les opérations rappelées par les si- 
gnes, ce qu’on fera lorsque les valeurs numériques 
des lettres seront données, en observant que des 
lettres différentes rappellent des nombres différens. 

19 . Qu’on ait maintenant à ajouter les quatre ré- 
sultats 

(i). . . . 5o + 34 — 4c 

(a). , . . aa — 54 + 6 c + a<i 

(3) , . . . a — l\b — IC 3f 

(4) . . . . 70 + 4 ^ — 3c — Çf 

d’additions et de soustractions déjà faites sur les 
symboles a, b ^ c ^ d et f, oxv pourra d’abord indi- 
quer cette somme de cette manière : 
somme = (5a +34 — 4c) - 1 - (an — 54 + Gc + id) 

+ (a — !\b — 2 C + 3/^) + ( 7 a + 44 — 3c — (jT) 
par où il faut entendre 'qu’ayant effectué les opéra- 
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tions indiquées entre les parenthèses, ce qu’on pourra 
faire quand les valeurs numériques des lettres se- , 
ront données, on ajoutera le second résultat numé- 
rique au premier, le troisième résultat à la somme, 
et enfin, le quatrième résultat à la dernière somme; 
Mais en général, on peut supprimer les parenthèses, 
et on a 

somme = 5a 4- — 4c -t- aa — Sb Gc d a 

— l\b — 2C 4- 3/"-+- 7a 4- l\b — 3c — &f. 

Faisant maintenant la réduction^ c’est à-dire, effec- 
tuant toutes les additions possibles, celles qui sont 
indépendantes des valeurs numériques des lettres, 
on aura i5a; 4- <jb d’une part et — g3 de l’antre, ce 
qui fait — ai; puis — 9c d’une part^ et 4- 6c de 
l’autre, ce qui donne — 3c; enfin aJ, puis Zf et 
— 6/”, c’est-à-dire, — Z/-, la somme réduite est donc 
i5o — ai — 3c 4- a J — 3/T 
On doit pratiquer cette réduction, lorsqu’il y a lieu, 
afin d’abréger les résultats et de faciliter les évalua- 
tions numériques. Ou aurais pu ajouter et réduire 
séparément tous les termes en a, en i, en c et enyï 

ao. Les élémens ou parties d’un résultat algébri- 
que , séparés entr’eux par les signes 4- et — , sont 
appelés termes ou monomes : la collection de deux 
termes ou monomes, est dite binôme, de trois ter- 
mes, est dite trinôme , de quatre termes , est dite 
quadrinome, et ainsi de suite. Enfin, la suite d’un 
nombre non défini de termes ou de monomes , est 
dite polynôme. 

ai. L addition dun nombre quelconque de poly~ 
nomes, se fait donc en écrivant les termes des poly- 
nômes, les uns à la suite des autres, avec les signes 
qui les affectent ou qui les précèdent : on pratique 
ensuite la réduction, lorsqu'il y a lieu. 
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la. Supposons que de la quantité a , on ait à re> 
trancher la différence c — b; le reste doit être tel, 
qu'ajouté à la quantité qu’on retranche , c’est-à-dire , 
à c — h, la somme soit a, ou la quantité dont on 
retranche ( Arith. ) : le reste qui satisfait à cette con- 
dition est a — c + b; et, en effet, 

a — c + b + c — b = a. 

On remarque que ce reste a — c -t- 5 est composé 
de la quantité a suivie de — c b, qui n’est au- 
tre chose que la quantité à retrancher , dont les 
signes sont changés. 

Nous donnerons, d’après M. Za/>/ace , une autre 
démonstration de cette règle. Supposons que de a , 
on ait à retrancher — b: on peut mettre a sous la 
forme • 

a = a ^ b — b: » 

or , retrancher — 3 de a , revient à supprimer ou à 
effacer — b dans la valeur transformée de a , qui se 
réduit k a + b. Soit , en second lieu , c — ^ à re- 
trancher de a ; on mettra la quantité a sous la forme 
az=a + c — b — c-h b; 

de sorte qu’en effaçant c — b dans cette valeur de a, 
il restera a — c + b. 

On remarque donc que retrancher — A de <z , re- 
vient à ajouter b k a : c’est ce que nous allons ren- ^ 
dre plus sensible sur un exemple en nombre. Soit 
8 — 3 = 5: 

si dans le premier membre on efface la diminution 
— 3, ce qui équivaut à retrancher — 3, on aura 8 : 
ainsi retrancher — 3 de 5, revient à ajouter 3 à 5 , 
ou à augmenter 5 de 3. 

a3. Le premier raisonnement s’applique avec suc- 
cès aux polynômes : pour en donner un exemple , 
supposons que de 

6a — Zb + 4c 
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en ait à retrancher 

Sa — 5ê> -i- 6c: 

si l’on désigne le reste par R, et qu’on observe que 

ce reste ajouté à la quantité retranchée , doit rendre 

la quantité dont on retranche, on aura l’égalité 

Ji -+■ Sa — S5 + 6c = 6a — 35 -t- 4c ; 

* 

laquelle ne sera pas altérée (Arith.) en retranchant 
Sa de part et d’autre , ajoutant 55 et retranchant 6c, 
d’où l’on conclut 

R = 6a — 35 + 4c — 5a + 55 — 6c=a + a5 — ae, 

en faisant la- réduction. Cependant la règle sera plus 
facile à déduire, en écrivant, d’après M. Laplace, 
le polynôme proposé sous la forme 

6a — 35 + 4c + 5a — 55 + 6c — 5a + 55 — 6c; 

car retrancher Sa — 55 + 6c, se réduit alors à effa- 
cer ce polynôme dans le précédent qui le contient : 
on a pour reste 

= 6a — 35 + 4c — 5a + 55 — 6c ; 
lequel est composé du polynôme don ton retranche, 
suivi du polynôme à retrancher, avec tous les signes 
changés ; après la réduction, il vient 
A = a + a5 — ac. 

a4. Ainsi pour soustraire un polynôme dun autre, 
il faut changer les signes du premier, F écrire à la 
suite du second, puis pratiquer les réductions. 

a5. Il résulte des règles de l’addition et de la sous- 
traction , que nous venons de démontrer , qu’ajouter 
en Algèbre , n’est pas toujours augmenter , et que 
retrancher n’est pas toujours diminuer : en sorte que 
ces mots ajouter et retrancher ont ici une toute autre 
acception qu’en Arithmétique. 

a6. Les termes précédés du signe + sont dits 
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additifs, ou positifs, ceux qui le sont du signe — , 

sont tlits soustractifs ou négatifs. 

27. Des lettres telles que a, b, c, etc., qui ne 
portent pas de signe, représentent des nombres que 
nous nommerons absolus, par opposition à ceux qui 
sont engages dans une combinaison, et conséquem- 
ment affectés de l’un de ces signes -H et — . 



CHAPITRE III. 



DE LA irOLTIPLICATlOW. 

28. La multiplication est en Algèbre, comme en 
Arithmétique , un cas particulier de l’addition qui 
répond à l’hypothèse où toutes les quantités à ajou- 
ter sont les mêmes. 

29. On sait déjà ( >4 ) que l’addition de a avec a 
donne ia , que celle de a -i- a + a donne 3 a ; que 
celle de a + a + a + a donne !\a , et ainsi de suite ; 
et qu’en général , celle de a + a -i- a + , etc. , écrit 
b (ois, est ba, b étant ici un coefficient nombre en- 
tier. On a créé pour cette opération un nouveau 
signe qui (Arith. ) est x , qu’on interpose entre les 
quantités à multiplier, en cette manière, Axa: sou- 
vent on emploie le point au lieu du signe x , et on 
écrit b. a, ou bien encore, comme nous l’avons fait 
précédemment, on écrit simplement b a, ce qui ne 
peut faire équivoque, lorsqu'il s’agit de lettres; mais 
lorsque les facteurs sont numériques , il est néces- 
saire d’interposer l’un des deux signes. Si l’on doit 
multiplier a par b et par c, on écrira a X A x c, 
ou a. A. c, ou aAc, et ainsi de suite, quelque soit 
le nombre des lettres facteurs. 
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3 0. Si toutes les lettres facteurs sont les mêmes, et 
chacune d’elles=a, le produit est aa, <zâ^z,aoaa,etc., 
d’après la notation la plus simple : dans ce cas, pour 
abréger l’écriture et la lecture de ces produits, on 
est convenu de n’écrire qu’une seule fois la lettre a, 
et d’indiquer par un chiffre placé au-dessus et à 
droite, le nombre de fois qu’elle est facteur; ainsi 
les produits précédens s’écriront comme il suit : a% 

a**,. . a"* , la lettre a dans le dernier produit 
étant m fois facteur , et m un nombre entier , ab- 
solu (27 ). 

3 1. Ces chiffres a, 3 m sont nommés expo- . 

sans; il ne faut pas les confondre avec les coêffi- 
ciens ( i4 ) » dont l’origine et l’acception sont bien 
différentes. En effet, a valant 10, a’ vaut 100 et aa 
valent ao. 

3 a. Les dénominations de carré ou seconde -puis- 
sance, de cube ou troisième puissance, de quatrième, 
cinquième. . . . m'*'"" puissances employées ( Aritb. ), 
conviennent à ces produits a‘. . . . a”* qui 

se nomment exponentielles. 

33 . Toute lettre qui ne porte pas d’exposant, est 
censée avoir l’exposant i , puisqu’une lettre est tou- 
jours une fois facteur. 

34. De la signification des exposans, il résulte que 

pour multiplier a’ par a^, il faut écrire (29) une 
seule fois la lettre a , et lui donner pour exposant 
la somme 2 -t- 3 des exposans des facteurs. En géné- 
ral, le produit de a™ par a", m et n étant toujours 
des nombres absolus et entiers, est en ef- 

fet , a"t est l’abréviation de a facteur m fois , an celle 
de a facteur nfois; donc, dans le produit, et d’après 
la règle de la multiplication des lettres, a sera m -\- n 
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fois facteur : ainsi, d’après la notation adoptée, on 

aura 

a” X fl " = a ™ -*- » 

I^ produit de a’ A’c par d sera donc o* d. 

35. Pour faire le produit de plusieurs exponentielles 
d'une même lettre, il faut donc écrire une fois Ut 
lettre commune, et lui donner pour exposant la somme 
des exposans de cette lettre dans tous les facteurs. 
Réciproquement, les exponentielles a” a” r, 
am + n + P + g/c. ^ pourront être remplacées par 
a<" X a", par a"* ^ a" ^ op, par a” " a" op ^ as. 

36. Tenons compte maintenant des coéfficiens, et 
supposons qu’on ait à multiplier 8a’ A c par '5a' d: 
si les coéfficiens 8 et 3 étaient représentés par des 
lettres m et n, auquel cas on aurait à multiplier 
ma' 6 c par na'd, le produit serait (29) mntêbcd; 
donc en remplaçant m et n par les nombres 8 et 3 , 
on aura %t{a* b ed, où le coefficient 24 est le pro- 
duit des coéfficiens des facteurs. 

37. Donc le coéffcient d'un produit, est le produit 
des coéfficiens des facteurs. 

38. Passons à la multiplicatiiïn d'un binôme par 
un monome. 

lo. Soit a -i- ^ à multiplier par c ; en répétant a 
autant de fois qu’il est indiqué par le nombre ab- 
solu c, ce qui donne ca, on a un produit trop pe-» 
tit de celui de b par c, qui est cb\ il faut donc aug- 
menter ca de cb, ce qui donne pour le produit 
cherché ca + cb, où le terme +cb est du à la 
multiplication de + B par c. 

2». Soit c à multiplier par a -f- A; on dira : le pro- 
duit de c par a, qui est ac, est trop petit du pro- 
duit de c par b, qui est bc: ce produit sera donc 
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ac + h c, dans lequel le terme b c est dû à la 
multiplication du nombre absolu c par -t- b. 

3 °. Soit a — b k raultiplier par c : en répétant a 
autant de fois qu’il est imliqué par c, ce ‘qui donne 
ca, on prend c fois trop le nombre b; ainsi le 
produit ca étant trop grand du produit cb, le vé- 
ritable produit sera c a — c b : ici le terme — b c 
est dû à la multiplication de — b par le nombre ab- 
solu c. Qu’on ait, par exemple, 7 — a à multiplier 
par. ou à répéter 4 fois :'on dira : 7 x 4 ou a8, 
est trop grand de a x 4 ou de 8; donc le vrai produit 
sera a8 — 8 = ao. En effet, 7 — ’a ou 5 multiplié 
par 4 donne ao. 

4 ®. On trouverait par le même raisonnement que 
le produit de c par a — b, est ac — bc, le même 
que le précédent, et dans lequel le terme — bc est 
dû à la quantité — b par le nombre absolu c. 
Venons à la multiplication de deux binômes : 

I®. Soit a b k multiplier par c + d : on sait déjà 
que le produit Ae a b par c est ca -H cb ; mais 
ce produit est trop petit de celui Ae a + b par d^ 
lequel est da + db ; on aura donc pour véritable 
produit ca cb da db ^ où le dernier terme 

-t- db est le produit de + b par -t- d. 

a®. Soit a b k multiplier par c — d : le produit 
Ae a + b par c, c’est-à-dire , ca + cb est trop grand 
de celui de a b par d, qui est da + db ; il fau- 
dra donc retrancher ce dernier produit du précé- 
dent, ce qui Ca4) donnera pour le produit cherché 
ca cb — da — db , où le dernier terme — db ré- 
sulte de b par — d. 

3 ®. Soit enfin a — bk multiplier par c — d : en 
multipliant a — b parc, le produit résultant en — cb 
sera trop grand de celui de a — b par d, qui est 
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da — db ; il faudra donc retrancher celui-ci du 
premier, et d’après (a4)i ou aura pour véritable 
produit ca — cb — da + db, où le dernier terme 
-f- db est dû à la multiplication de — b par — d. 

M. Z<^/aceparvientauxmèmes conclusions, comme 
il suit : 

JO. Soit a — a à multiplier par b : le multiplicande 
étant zéro, le produit doit être o : or, le premier 
terme de ce produit étant etb, le second savoir, — a 
X 3, doit donc être — ab. Si on avait — a + a k 
multiplier par b , comme on vient de voir que — a 
par b donne — ab , on conclurait que -j- a x 3 
donne -+■ ab. 

Soit a à multiplier par 3 — 3 ou par o; on 
doit avoir o pour produit; mais le premier terme 
de ce produit étant ab, le second sera donc — ab. 
Le produit de a par — b + b donnant pour premier 
terme — ab, on aurait pour second terme + ab. 

3®. Si l’on multiplie c + a par 3 — 3 ou par o , la 
première partie du produit étant, comme on le sait, 
3c -f- ba, la seconde sera nécessairement — bc — ha. 
Le produit de c -+- a par — 3-4-3 serait — 3c — ba 
-4- 3c -4- ba. 

4®. En partant de 3 — 3 par c a, on a pour 
< produit cb — c3 -4- o3 — ab. 

5°. Enfin , si l’on multiplie c — a par 3 — 3 ou 
par o, la première partie du produit étant 3c — ba, 
la seconde sera — 3c -4- ba. 

On a donc en définitif, 

— a X b — — ab, a x b — ab, a X — 3 
= — ab; a X + b = ab; -{-a X — b = — ba, 
+ a X -4- 3 = -4- 3a; — 3 x -4-a = — ab ,. .. . 

— a X — 3 = -4- ba. 

3g. De là on conclura, i» que le produit d’une 
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quantité absolue par une quantité précédée dun signe, 
prend le signe de cette dernière quantité; 1 ° que si 
les deux termes quon multiplie ont le même signe ^ 
le produit prend le signe -k - , et que s’ils sont des signes 
difjérens, le produit prend le signe — . 

40. On observera que ces règles ont été démon- 
trées , non pas sur des quantités telles que a, 

b, — a, — b, considérées isolément, mais comme 
faisant partie de binômes. 

41 . Cependant on peut avoir à multiplier une 
quantité négative (a6) par une quantité absolue, 
ou réciproquement , ou deux quantités négatives 
l’une par l’autre. A cet effet, supposons les deux 
égalités 

(f). . . a — b = d, c —f=k : ( 2 ) 

si aux deux membres de la première, on ajoute 4, 
puis si l’on retranche successivement a et de cha- 
cun des membres, et qu’on opère de la même ma- 
nière sur la seconde, on sera conduit à ces égalités, 

(3) b — a = — d,f—c = — k. . .(4) : 

multipliant entr’elles les égalités ( i ) et ( 2 ), puis les 
égalités (3) et (,4)> membre à membre, on aura 
celles-ci , 

c a — cb — fa ^f b = k x d 
fb — fa — cb-k-ca= — k y. — d 
comme les premiers membres sont égaux, les se- 
conds le seronl nécessairement ; d’où on conclura 
k y d = — d y — k. 

En multipliant membre à membre (i) par (4) et ( 2 ) 
par (3), on prouverait que 

, d y — X- = ^ X — 'd. 

Mais ces conclusions siip[»osent ce qui a été dit (38.) 

4a. De la règle ( 39 ), on déduit encore, i® que 
lorsqu’on change le signe d un des facteurs , celui 

2 . 
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du produit change en même-temps-, 3" que lorsqu'on 
change les signes des deux facteurs, celui du produit 
ne change pas; que si ton change les signes dun 
nombre impair de facteurs , celui du produit change; 
4" que. si ton change le signe d'un nombre pair de 
facteurs , celui du produit ne change pas. 

43. Les règles précédemment établies à l’égard des 
lettres, des coélficiens, des exposans et des signes, 
suffisent dans tous les cas de la multiplication algé- 
brique. Mais comme jusqu’ici nous n’avons opéré 
que sur des facteurs binômes au plus, il nous reste 
ù considérer un facteur polynôme par un monome, 
et enfin deux facteurs polynômes. 

Soit le polynôme aa^ — 34 a’ — 54’ a’ + 4^ a à 
multiplier par le monome absolu a? : si l’on désigne 

— 34 — 54’ a’ + 4^ a par M, à l’effet de rappeler 

le multiplicande à la forme d’un binôme, on aura 
aa^ + M k multiplier par a’, produit qu’on sait faire 
et qui est aa’ M : mais M étant le produit 
indiqué de — 34 a’ — 54’ a’ 4’ a par a’, si l’on 

• représente encore — ^54’ a’ -t- 4’ a par iV, on aura à 
multiplier — 34 a’ -t- N par a’, ce qui donne — 34 a® 
-t- a’ TT : or , on sait faire le produit de N ou de 

— 54’ a’ 4’ O par a’, qui est — 54’ a’ -t- 4’ a’. Fai- 
sant la somme des produits partiels aa% — 34 a®, 

— 54’ a® , -t- 4’ a® , on aura le produit aa’ — 34 a® 

— 54’ a® 4’ a<. 

En ré.sumant cette opération , on est conduit à 
cett e règle : pour faire le produit dun polynôme par 
un monome , ü faut multiplier successivement chaque 
terme du polynôme par le monome. 

Passons à la multiplication de deux polynômes; 
et soit aeê — 34 a* — 54’ a’ à multiplier par a® — a4 a’ 

' -t- 34’ a : si l’on représente — a4 a’ 34’ a par TV , le 
multiplicateur deviendra a’ -t- TV; ainsi au produit 






Digitized by Qoogt 




ÉLÉMENS D'ALGÈBRE. ti 

qu’on sait faire du multiplicande par a', il faudra 
ajouter celui du même multiplicande par N, c’est-à- 
dire, par — a' + 35’ a; mais pour obtenir celili- 
ci, il faut augmenter le produit du multiplicande 
par — a5 a’ de celui du même multiplicande par 
35’ a. 

On étendra facilement ce raisonnement à des po- 
lynômes composés d’un nombre quelconque de 
termes, et on en déduira la règle suivante. 

44- Pour faire le produit de deux facteurs polynô- 
mes^ il faut multiplier le multiplicande successivement 
par chacun des termes du multiplicateur, et ajouter les 
produits partiels, c’est-à-dire , faire toutes les addi- 
tions possibles, ou les réductions. 

45. Si on ne veut qu’indiquer la multiplication 
de deux polynômes, ce qui souvent est nécessaire, 
on les écrira de cette manière 

(a — 35 a’ — 55’ a’) {cd — a5 «’ -4- 35’ d), 
ce qui rappellera le produit à faire de l’un des po- 
lynômes par l’autre. 

4t>. I.a multiplication faite , on doit ajouter les 
produits partiels , pour avoir le produit total; mais, 
en général , cette addition ne peut qu’être indi- 
quée, si ce n’est à l’égard des termes semblables, 
et on entend par-là les termes qui renferment les 
mêmes lettres, facteurs chacune le même nombre 
de fois, ou les mêmes lettres sous les mêmes expo- 
sans , les coéfficiens et les signes n’entrant pour 
rien dans la condition de similitude : ces termes 
sont, en effet, les seuls qui donnent numérique- 
ment le même résultat, quelques valeurs qu’on at- 
tribue aux lettres , et , par la réduction , on fait 
d’avance cette partie de la somme, qui est indépen- 
dante des valeurs des lettres. Ainsi, par exemple, 
— 55rt‘-J 65a‘-l- 5o* = a5a’, po^r toutes les bypo- 
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thèses numériques faites sur a et b. Cette réduction 
doit être pratiquée, lorsqu’il y a lieu, après éhaque 
opération algébrique. 

47. Donnons un exemple de multiplication, et 



de réduction : 

multiplicande. — 36a* — 56’a * 
multiplicateur, a* — 26 a*-|- 36 ‘a 
lerprod. part. 2 a’ — 36a‘ — 56'a‘ 

2 * — 46 a‘-i- 66 'a’-t- io 6 ’a* 

3® “t- 66 ‘a’ — •" g6’a‘ — x56*a* 

2 a’ — 760 *-!- 76 *a*-i- 6’ a* — i56‘a* 



On a eu soin de placer les termes semblables ver- 
ticalement, afin de faciliter leur réduction qui porte 
uniquement sur les coéfQciens numériques. 

On trouvera dans le tableau annexé à la page 34 
des exemples de multiplication, qu’il sera nécessaire 
d’effectuer, pour se familiariser avec l’application des 
règles. 

48. Comme on classe les puissances d’après le 
nombre des facteurs égaux (Arith. ), ou par celui , 
des unités de l’exposant ( 3 i) , on classe aussi les 
produits monomes d’après le nombre total des let- 
tres qui y sont facteurs : le produit a'b^ c qui ren- 
ferme six facteurs simples tant égaux qu’inégaux, 
sera dit du sixième degré : celui-ci à’b’c sera dit 
du dixième degré : en sorte que le degré d’un terme, 
sera déterminé par le nombre de tous ses facteurs 
égaux et inégaux. Il résulte des règles précédem- 
ment établies, que si tous les termes du multipli- 
cande sont , par exemple , du quatrième degré , et 
si ceux du multiplicateur, sont du troisième, cha- 
cun des termes du produit sera du degré 4 + 3 , 
ou du septième degré. De tels polynômes dont tous 
les termes sont de même degré, sont dits homo- 
gènes : Ainsi quand deux facteurs sont homogènes. 
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le produit t est aussi. Cette remarque qui a lieu quel 
que soit le nombre de facteurs, est importante en 
ce qu’elle sert à faire reconnaître, à la seule ins- 
pection , les erreurs d’un produit , qui résulteraient 
du défaut d'homogénéité, quand les facteurs sont 
homogènes. ^ 

49 . Parmi tous les produits, il en est un qu’il- 
importe de remarquer _ot de retenir : c’est celui de 
la somme de deux quantités par la différence des 
mêmes quantités. Qu’on ait, par exemple, m-\-nk 
multiplier par m — n, on trouvera 

{m -H n) (m — n) = m’ + mn 

— mn — n’ = m' — n* 

m et n pouvant représenter des monomes ou des po- 
lynômes quelconques. 

50. Ainsi la somme de deux quantités ou de deux 
polynômes^ multipliée par leur différence., donne la 
différence des carrés , en observant de prendre avec 
le signe — celui des deux carrés dont la racine est 
retranchée dans tun des facteurs. 

• Qu’on pose /n=a’, n = b^, et on aura à effectuer 
cette multiplication, 

a^-t-l^ 

a>—b^ 

a® -H b^ <d 

— — A* = a‘ — 

produit composé de a® qui est le carré de a^, moins 
• 4® qui est le carré de A*. 

51. Réciproquement la différence de deux carrés 
peut se décomposer en deux facteurs dont tun est 
la somme des racines, et t autre la différence des 
memes racines. 

Celte décomposition est fréquemment employée. 
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' DE LA DIVISIOir. 

5a. La division algébrique a le même objet que 
la division numérique , c’est-à-dire , qu’elle sert à 
résoudre cette question : étant donnés un produit^ et 
T un de ses facteurs, trouver t autre facteur, 

53. Il peut arriver, i® que le dividende et le divi- 
seur soient des monomes; a° que le dividende seul 
soit un polynôme; 3“ que le dividende et le diviseur 
soient des polynômes. 

54 . Nous supposerons le premier cas, et alors il 
faudra avoir égard aux signes, aux coéfficiens, aux 
lettres et aux exposans. 

55. Occupons nous d’abord des signes : dans cette 
question, on donne le signe du dividende qui est 
un produit, celui du diviseur qui est un des fac- 
teurs , et il faut trouver le signe du quotient, qui 
est l’autre facteur :or, de cette considération et de la 
règle donnée (3g), il suit: 

56. I®. Que lorsque le dividende et le diviseur ont 
le même signe , le quotient doit avoir le signe -t- , et 
que lorsque le dividende et le diviseur ont des signes 
différens , le quotient doit avoir le signe — ; a® que 
le quotient d une quantité précédée d un signe par 
une quantité absolue, doit être affecté du signe de la 
première quantité. D'ailleurs , le quotient de deux- 
quantités absolues, est une quantité absolue ou sans 
signe. 

5q. Donc, si ton change le signe du dividende, ou . 
celui du diviseur, le signe du quotient change en 
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même temps; et si C on change à-la-fois les signes du 
dividende et du diviseur , le signe du quotient ne 
change pas. Et réciproquement. • ^ 

58. Le coéfficient du quotient doit étrè le quo- 
tient du coéfficient du dividende , par celui du di- 
viseur, ce qui résulte de ce que le ,coéfficient d'un 
produit , est le produit des coéfficiens des fac- 
teurs ( 36. ) 

59. Lorsque toutes les lettres facteurs au divi- 
seur, le sont au^i au dividende, et que celui-ci a 
en sus des lettres non communes au diviseur, le 
quotient se compose des lettres du dividende, non 
communes au diviseur : par exemple, abc divisé 
par oA, donne c pour quotient. Si le dividende et 
le diviseur ont des lettres communes et des lettres 
non communes , le quotient est une fraction ayant 
pour numérateur les lettres du dividende^ non com- 
munes au diviseur, et pour dénominateur les lettres 
du diviseur, non communes au dividende (Arith. ). 
Ainsi abc divisé par ahm , donne pour quotient 

on peut dire que ce quotient est fraction 

C • 

qui se réduit à-^, à cause du facteur ab , commun 

aux deux termes , et qu’on peut effacer ( Arith. ). 
On observera que, pour certaines valeurs numéri- 
ques de c et m, la fraction -^peut devenir un' nom- 
bre entier; c’est ce qui arrive pour c= la et m = 3. 
Mais comme des lettres différentes désignent des 
nombres différebs , on doit écrire leur quotient sous 
forme fractionnaire. 

60. Faisons maintenant abstraction des signes et 
des coéfficieus, et occupons-nous de la division de 
deux exponentielles d’une même lettre. Pour consi- 
dérer d’abord des cas particuliers, nous supposerons 
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qu’on ait a* à diviser par : comme a* est l’abré* 
viation de a huit fois facteur, *et a? l’abréviation 
,de a cinq ^is facteur (3o), il suit de ce qui a été 
dit (5g), '"que le quotient qui, multiplié par le di- 
viseur produit le dividende , doit se composer de 
la lettre a avec ^un exposant tel , qu’ajouté à celui 
du diviseur, la somme soit l’exposant du dividende: 
ce quotient sera donc c’est-à-dire, a' — Soit, en 
second lieu , à diviser par a" ; le quotient est évi- 
demment l’unité. Soit enfin a‘ à diviser par a*; comme 
dans le diviseur la lettre a est facteur trois fois de 
plus qu’au dividende, le quotient sera, d’après (5g), 

là fraction ~ : autrement comme a* = a’ X a’, le quo- 
tient de a' par a* sera en supprimant 

( Arith!) le 'facteur commun o‘. Soit, plus générale- 
ment, aP à diviser par ta , p et q étant des nombres 
entiers absolus : on peut avoir entre les nombres /> et ^ 
ces trois relations de grandeur , savoir : 
p>q;p — q,p<q. 

si l’on observe que , d’après ce qui a été démontré (34) 
à l’égard du produit 4^ deux exponentielles d’une 
même lettre , la lettre du quotient doit être la lettre 
commune, c’est-à-dire, a, et que son exposant, en- 
core inconnu , que nous désignerons par x , doit 
être tel qu’ajouté à celui du diviseur, la somme soit 
l’exposant du dividende, on aura cette équation, 

. . ■ x + q=p, 

d’où on déduit en retranchaut q de part et d’autre, 
X=p — q. 

Le quotient ar* est donc op — h : on conclut de là 
que , datis la division de deux exponentielles d une 
même lettre , le quotient est la lettre commune, ayant 
pour exposant, celui du dividende diminué de VexpO' 
sont du diviseur. 
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Sous la première relation p >q , l’exposant du 
quotient est un nombre absolu : sous la seconde . 
p = q, le quotient est o9, résultat qu’il s’agit d’in- 
terpréter : à cet effet, reprenons la division de or 
par ou par a/* ; on a pour quotient l’unité : or, de 
ce que deux quotiens d’une même division , sont né- 
cessairement égaux, et ne peuvent différer que par 
la forme, on conclut que 

a°=i. 

Donc toute quantité élevée à la puissance zéro , est 
égale à l'unité, et réciproquement [unité peut se met- 
tre sous la forme a®. 

Sous la troisième relation, soit q=p-\- d, d étant 
Texcès de q sur p : on aura 

x—p — q=p — P — — d, 

d’où • • 

a^ — a~<^. 

Autre résultat à interpréter : pour cela, nous re- 
prendrons la division de oP par oj> <tz=:aPxa<^ (35) : 

le quotient est ~ : donc 




transformation d’un fréquent usage dans le calcul, 
et qui consiste en ce que toute quantité élevée à 
un exposant négatif, équivaut à F unité divisée par 
la même quantité élevée au même exposant considéré 
absolument ou sans signe,, et réciproquement. Pour 
se rendre raison de ce fait, on se rappellera que* 
a^ n’est autre chose (3o) que la lettre a écrite d fols 
en facteur; donc, d’après l’acception des signes, 
a—^ doit représenter la lettre a écrite d fois en di- 
viseur. ' ^ 

Dans l’un des chapitres suivans, nous étendrons 
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les règles de la multiplication et de la division des 
exponentielles d'une même lettre, à tous les cas des 
exposans fractionnaires et même irrationnels, tant 
positifs que négatifs. 

(6i) On a vu que = o»» — »» = a® : si mainte- 
a"* 

nant on suppose a = o, ce qui est permis, puisque 
a désigne tout nombre, on aura 

— = 0» : 

O 

mais si l’on effectue réellement la division de o par o, 
indiquée dans le premier membre, on pourra poser 
au quotient un nombre quelconquè, puisque le pro- 
duit de ce quotient arbitraire par le diviseur zéro, 
sera toujours le dividende : cette expression o» pa- 
raîtraitdonccomporterune infinité de vïijeurs numéri- 
ques : cependant le symbole ^ peut , dans plusieurs 
cas, admettre une valeur fixe et déterminée. C’est 
ainsi , par exemple , que ^ ■ , A étant un nombre, 

devient ^ ^ ^ ^ , sous l’hypothèse a = o\ mais 

si d’abord on écrit la fraction sous la forme Xa'"— ", 
en supposant n< m, et qu’on pose a = o, on trou- 
vera X X 0 = 0 . Dans le cas de n > m, ou de n = m 

X a"* X a"» 



d, la fraction devient 



a" 



Hm X d 



a<n X 



XX 

= —r — — , pour a = o nous reviendrons bien- 
æ o 

X 

tôt sur la signification de — . Enfin pour m = n la 



fraction 



X a"' 
a" 



X a"* 



a” 



■ X. Ainsi le symbole — peut, 
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dans quelques cas, admettre une valeur vraie, soit 

.A 

zéro , soit un nombre , soit — que nous interprète- 

'C 

ronsen son lieu. Nous renconcreronssouvent par la su ite 
ce symbole ^ , et nous en prendrons occasion de 
le mieux définir. 

6a. Ces règles posées pour la division des monô- 
mes, nous passerons de suite à la division de deux 
polynômes : la règle à suivre s’énonce ainsi : 



On ordonnera le dividende et le diviseur par rap- 
port au plus' haut exposant dune même lettre prise 
à volonté dans tun et Vautre polynômes, c'est-à-dire, 
qu’on écrira pour premier terme, tant au dividende 
qu’au diviseur, celui qui renfermé le plus haut ex- 
posant de cette lettre, et à la suite tous les autres 
termes sous-ordonnés par rapport aux exposons suc- 
cessifs de la même lettre, c’est-à-dire , arrangés sui- 
vant les exposans décroissons de cette lettre; puis di- 
visant le premier terme de gauche du dividende par 
le premier terme de gauche du diviseur, on obtiendra 
un terme du quotient; par ce terme on multipliera 
tout le diviseur, et on retranchera le produit du di- 
vidende: cette opération faite, on divisera celui des 
termes du dividende reste , qui a le plus haut expo- • 
sont, et qui se trouve le premier à gauche dans ce 
reste, par le premier terme, ou le terme analogue du 
diviseur, et on obtiendra le second terme du quotient 
par lequel il faudra multiplier le diviseur ^ et on re- 
tranchera le produit du dividende: on continuera de 
procéder de la même manière. , 

On conçoit que le quotient sera lui -‘même or- 
donné suivant les puissances décroissantes de la 
même lettre. 
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Nous allons démontrer cette règle sur. des exem- 
ples. Soit à cet effet, 

, ba* b' a.' -J- 6’a’ b* a 

à mnlliplier par ma’ H-m’a’-+- m'a 



(i®) bma' -^-b' ma‘-^ b' tna'-^- b' ma* 

(a°) -I- bm'a* -t- b’m'a'-^- b'm'a*-\~b*m'af 

(3®) -+- 6m’o*-hé’m’o*-<-6’m’a’-l-6*m‘a' 



On remarquera i° que dans ce produit, il se 
trouve un terme qui renferme le plus grand expo- 
sant de la lettre a, savoir bmà' •, et que ce terme 
est précisément le produit des termes de plus grands 
exposans de la même lettre a dans les deux facteurs, 
puisqu’en effet, il résulte de bc^ par ma*, ce qui 
tient à ce que la multiplication des exponentielles 
d’une même lettre, revient à l’addition des expo- 
sans (35). 

On tire de là cette conclusion : s*i après avoir 
écrit pour premier terme tant au dividende qu’au 
diviseur, celui qui renferme le plus haut exposant 
d’une lettre qui est a dans l’exemple proposé, on 
divise le premier par le second , le résultat sera le • 
terme du quotient qui renferme le plus haut expo- 
sant de cette lettre. Ainsi, dans l’exemple précédent, 
le produit étant pris pour dividende, et le multi- 
plicande pour diviseur , la division de bmaP par , 
ba ^ , donne ma* premier terme du multiplicateur qui 
devient le quotient. 

Si dans un dividende proposé, on pouvait distin- 
guer comme ici , les produits partiels numérotés 
(i°), (a°) , (3°), il y aurait plusieurs manières d’ob- 
tenir le premier terme du quotient, savoir, en di- 
visant le premier , le second , le troisième ou le 
quatrième terme du produit partiel (i®) par le pre- 
' mier , ou le second , ou le troisième , ou le qua- 
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trième du multiplicaude devenu diviseur, et en effet 
la division 

de b mal par b a* 

. ou de b'mc^ b^a^ 

ou.de Pmc^ b^a' 

ou de ,b*ma^ b*a ' ' ' ' 

donne le même quotient : comme d’ailleurs le 
produit partiel (i®) est, en ne faisant que l’indi- 
quer (45) 

( b a* b’ -i- P a' + b* a) ma^ , 

on obtiendrait encore le premier terme du quotient en 
divisant le produit (i°) par tout le diviseur, puisque la 
division d’un produit par l’un de ses facteurs, donne 
pour quotient l’autre facteur. 

On reconnaît donc que la division des deux ter- ' 
mes de plus grands exposans du dividende et du 
diviseur, équivaut à celle du premier produit par- 
tiel par la totalité du diviseur; donc à cette der- 
nière division qu’on devrait réellement faire, mais 
qui n’est pas toujours possible , à cause des réduc- 
tions des termes semblables qui altèrent les pro- 
duits partiels, comme nous le verrons bientôt, on 
peut substituer la première qui l’est toujours, et 
qui donne le même résultat. 

Cette division faite , on multiplie le diviseur 
.par ce terme du quotient, et le produit représente 
la partie du dividende qui a été effectivement di- 
visé par le diviseur, d’après ce que nous venons de 
remarquer : on soustrait ensuite ce produit du di- 
vidende , ce qui détruit la ligne (i°) dans notre 
exemple, ^ou son analogue dans un autre. 

Ensuite on regarde le rf^te qui se compose des 
lignes (a®) et (3®) comme un nouveau produit, 
ayant toujours le même multiplicande, et pour mul- 
tiplicateur, le précédent, distraction faite de son pre- 
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mier terme ; en sorte qu'il s'agit encore , connaissant 
un produit et d’un des facteurs, de trouver l’autre 
facteur. Le raisonnement que nous venons de faire 
s’applique donc à cette nouvelle division , et on en 
conclut qu’on pourrait se dispenser d’ordonner le 
' dividende et le diviseur, en prenant à chaque di- 
vision, le terme déplus haut exposant du dividende 
et le divisant par le terme analogue du diviseur. < 
Passons à une division qui présente des particu- 
larités que n'offrait pas la précédente : le produit de 

ba* -+- 6* a* -+- Va' b'a 
par ma' — mba' 4- m’a 
e*t(i“). . .mba' mb‘ a' mV a' mb'a* 

(a“). ...... — mb'a ‘ — mb'a ' — mb'a * — mb*tf 

(3°J • . • m' ba'-\-m'b'a' -\-m' b' a'-\-iVb'<^ 

et, après les réductions, ce produit devient 

mbà’ + b -\-m^ b' — mb^<^ 
a . F b^ a' 

où on ne trouve plus tous les termes des produits 
partiels numérotés (i°), (a°), (3°) : mais comme le 
terme de plus haut exposant est unique, il ne peut 
être réduit ni détruit ; prenant encore le produit 
pour dividende, et le multiplicande pour diviseur, 
on divisera mbaP par et on aura pour quo- 

tient mc^ : le produit du diviseur par ce quotient étant 
soustrait du dividende, donne le reste 
— mb'a^ — mb^ o} — m b^a^ — m b^ 

+ b b' -t- nC i ’ a* -4- /n’ b'' a ' , 

où reparaît le terme — mb' o* de plus haut exposant 
dans le produit partiel (a°), terme dont on a be- 
soin pour continuer la division : il est aisé de se 
rendre raison de ce fait , en observant que la mul- 
tiplication et la soustraction qu’on vient de faire, 
ramènent ou reproduisent précisément les termes du 



« 



Digitized by Googl 




ÉLÉMENS ri’ÂT.GÈBIlE. 33 

produit (a") qui ont détruit ceux du produit (i<>). La 
suite de l’opération n’offrant plus de difficultés, nous 
passerons à un autre cas. 

Le produit de 

£ O* -t- 5 ’ a* + i ’ a’ + 5* a 
par . . . . ma' na' + m'a-\-n'a 
donnerait deux termes d’un même plus grand expo- 
sant ; mais on pourra les réduire à un seul , en fai- 
sant une somme des coéfficiens dont on indiquera 
la multiplication par a* : ce produit réduit ainsi, sera 

{m (m + n)A* a* (m 

-♦-{m* -*-«*)é*a* -*-(«“ 

On le trouverait immédiatement tel , en observant 
que les facteurs proposés reviennent à ceux-ci, 

Ba* + -H B^a' -t- B*a ; 

{m-\- n)a' -{- im' + n') a. 

division du produit précédent, par l’un ou l’au' 
tre de ces facteurs, rentre alors dans la théorie gé- 
nérale. 

Enfin, les facteurs 

Bcà+ca^+B^a+B^a 
ma' na' + m' a-\- n'a f 
après avoir été mis sous la forme 
{B-\-c)d+ {B^ 1^) a 

(/7j-t-/i)o’-i- {m' +n')a, 
donneront le produit, 

1°. . . (5-j-c)(/n-|-n)a®-H(i’-4-^^)(wî-f-n)û’ 
a®. . . ~{-{B-\-c){m'-\-n;)a^-^{P-{-B*){m'-\-n')a', 
dont il est encore facile d’effectuer la division , soit 
par le multiplicande, soit par le mullipÜcafeur; mais 
pour faciliter la division des premiers termes , on 
pourra d’abord faire celle des coéfficiens et ensuite 
celle des exponentielles. ^ 

63. Un nombre quelconque pris dans le système 
décimal, par exemple, peut être mis sous la forme 

3 
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d’un polynôme ordonné suivant les puissances de ro, 
en sorte que tout nombre est compris dans cette 
formule générale 

-l-/(ioy+/(ioy-hm(io)’-hn(io)'-t-/>, 

P étant le chiffre des unités, n celui des dixanies, 
m celui des centaines, etc. En passant au systé{ne 
binaire, la formule précédente procéderait suivant 
les puissances de a ; pour le système ternaire , elle 
procéderait suivant les puissances de 3, et généra- 
lement, elle serait ordonnée suivant les puissances 
successives, entières et absolues de la base du sys- 
tème. Nous avons reconnu que la division de tels 
polynômes se réduisait à celle des deux termes de 
plus grands exposans du dividende et du diviseur; 
c’e.st à quoi se réduirait aussi la division numérique, 
.sans les retenues qui font que le terme de plus haute 
puissance de lo au produit , n’est plus le produit 
des termes analogues des deux facteurs, comme il 
arrive toujours en Algèbre. Dans le chapitre suivant, 
nous appliquerons la division algébrique aux nombres. 

64 . On reconnaît qu’une division algébrique est 
terminée, ou qu’on est parvenu au reste de l’opé- 
ration, lorsque le plus haut exposant de la lettre 
par rapport à laquelle on ordonne, est moindre dans 
le reste qu’au diviseur. 

65. Les élèves s’exerceront utilement, en faisant 
les divisions indiquées dans le tableau suivant; et 
pour acquérir V habitude de cette opération , il sera 
nécessaire qu’ils en effectuent un grand nombre d’au- 
tres, et particulièrement celles de o’ — 3’, a’ — 5’, 
a* — b* ^ a* — A' , etc. , par a — b, et des mêmes bi- 
nômes par les quotiens; divisions qui se font exac- 
tement, en observant qu’ep Algèbre comme en Arith- 
métique, lorsqu’un dividende est divisible par le 
diviseur, ill’est aussi par le quotient de cette division. 
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. CHAPITRE V. 

CES rnACTIOnS LIXTÉnALKS. 

* 

66. Dans la division de deuxmonomes, nous avons 
vu ( 59 ) que lorsque certaines lettres facteurs dans 
le dividende, ne l’étaient pas au diviseur, et réci- 
proquement, le quotient ne pouvait qu’être indi- 
qué , et qu’on le représentait par une fraction ayant 
pour numérateur le produit des lettres du dividende, 
non communes au diviseur, et pour dénominateur 
le produit des lettres du diviseur, non communes 

au dividende; et qu’ainsi on avait, par exemple, 

pour le quotient de abmn divisé par ahpq : nous 
avons même fait observer que, pour certaines valeurs 
numériques des lettres m, n,p, q, la fraction pouvait 
devenir un nombre entier, ce qui arrive ici sous les 
hypothèses n=6, p—i, y=3 : mais que ce 

quotient, pris littéralement, est fractionnaire. 

67 . Quoique ces fractions littérales partagent toutes 
les propriétés des fractions numériques, et qu'elles 
en suivent absolument les règles, puisqu’en dernier 
résultat elles peuvent être réduites en nombres, néan- 
moins, nous en établirons la théorie autrement que 
nous l’avons fait en Arithmétique, en partant de ce 
principe connu , que lorsqu'on opère de la même 
manière sur les deux membres (Tune égalité^ les ré- 
sultats sont toujours égaux. En passant ainsi de la 
notation fractionnaire à l’égalité qui a toujours lieu 
entre une fraction et sa valeur, la marche à suivre, 
dans la démonstration des propriétés et des règles, 
devient simple et uniforme. 
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68. Soit l’égalité 

a=h X V . . .(ï), 

entre un produit a et ses deux facteurs betv: en di- 
visant de part et d'autre par A, supposé nombre pre- 
mier avec a ( Arith. ), on aura celle-ci (Sg), 

T — ♦'• • • -(a)» 



^ étant une fraction et v désignant sa valeur : d’ail- 
leurs le nombre a pourra être plus grand ou plus 
petit que le nombre b. 

69. Reprenons l’égalité (i) et multiplions ses deux 
membres par le nombre quelconque m : il viendra 

ma=m.b.v . . .( 3 j ; 

en divisant cette dernière de part et d’autre par mb^ 
on aura 

. ma a 

sî=‘'=ï---«) 

d’après (a): 

Donc on ne change pas la valeur dune fraction, 
en multipliant son numérateur et son dénominateur 
par m. Réciproquement aussi , la valeur dune frac- 
tion reste la même , lorsqu'on divise ses deux termes 
par un même nombre. 

On observera que ces deux conclusions ont lieu, 
quelque soit le nombre m, entier ou fractionnaire, 

c’est-à-dire , de la forme ^ , ou -Î-. 

? ? 

70. Si l’on divise les deux membres de l’égalité ( 3 ) 
par b, on aura celle-ci, 

-j- — m X v....{f) 

or V représentant la fraction m x v représente cette 
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fraction multipliée par m. Ainsi de l’égalité ( 5 ') , on 
conclut ; 

Que pour multiplier une fraction par un nombre en- 
tier , il suJJU de multiplier son numérateur par le 
nombre entier, en conservant le dénominateur. 

Comme le second membre de l’égalité ( 5 ) indique 
non-seulement le produit de v par m, mais encore 
celui de m par v, comme on l’a vu (Arith.)et comme 
nous le prouverons autrement dans un des chapitres 
suivans , on en conclut qu'il faut suivre la même 
règle, soit qu’on ait à multiplier une fraction par 
un entier, ou un entier par une fraction. 

Mais comme on peut diviser les deux termes de 

la fraction par le nombre m , sans en changer 



la valeur (69), si l’on note, comme on l’a fait dans les 
proportions ( Arith. ) , le quotient de B par m , en 
cette manière b : m, on aura encore 



m 



=my.v . ... (6): 



Donc on peut encore multiplier une fraction par m , 
en divisant son dénominateur par m , sans toucher au 
numérateur. 

7 1 . Si l’on divise par m les deux membres de l’é- 
galité (1), on aura celle-ci 

a b.v V , . 

transformation démontrée (70) : divisant des deux 
côtés par b, il viendra 

-T = m W 

OÙ a ; m est le quotient de a par m. 

Donc pour diviser une fraction par un nombre, il 
suffit de diviser son numérateur par ce nombre, en 
conservant le dénominateur. 
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Mais l’égalité (i) revient à celleKîi 

mhv , V 
a= =mb X — 

m m 

(70) : divisant de part et d’autre par ~mb , on a 

On divise donc encore une fraction par ün nombre^ 
en conservant son numérateur et multipliant son dé- 
nominateur par le nombre. 

7a. Soient maintenant les deux égalités 
(9). . . . a = 5 X V, a' = 5 x v'. . . .(10) 
qui répondent aux fractions 




ayant même dénominateur : si on les ajoute membre 
à membre, on aura 

a + a'= 5 V -h i v'= £ (v 4 - v') 
divisant de part et d’autre par b , pour isoler la 
somme v+ v' des deux fractions; on aura l’égalité 
a + o' . ( ^ 

-j-~=V-\rV...{ll) 

Donc., pour ajouter deux fractions qui ont même dé- 
nominateur., il faut faire la somme des numérateurs 
et la diviser par le dénominateur commun. 

Si on opère par voie de soustraction sur les éga- 
lités (9) et (10), on aura pour résultat 




qui donne la règle connue. 

Supposons que les deux fractions aient des déno- 
minateurs différens, ou qu'on ait les égalités 
d — bv, à~b'v, 
qui répondent aux fractions 
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on pourra multiplier les deux membres de la pre- 
mière par h y et ceux de la seconde par ce qui 
donnera 

- b'a—hb'vfbà=zbb'v'\ 

puis ajoutant et soustrayant ces deux égalités mem- 
bre à membre, on aura 



b'a-2:bdz=bb'v±.bb'v =bb' {y±. v.') ; 
et en divisant par bb\ 



ab'±bd ^ 



le double signe ± qu’on prononce plus ou moins, 
indiquant, en même-temps, l’addition et la soustrac- 
tion. De cette formule (i 3 ), on déduit la réduction 
de deux fractions au même dénominateur, opéra- 
. tion préliminaire à l’addition et à la soustraction de 
ces fractions ( Arith. ) 

73. Nous passerons à la multiplication de deux 
fractions. .Soient, à cet effet, les deux égalités, 
a =bv, a'=b'v : 



qui répondent aux fractions 




en les multipliant membre à membre, les deux prb- 
duits seront, 

aàz=bb'. vv' \ 

et'divisant de part et d’autre par bh , pour isoler le 
produit vv cherché , on aura 



! / ê\ 

^,=w...(i4). 



Donc le produit de deux fractions , est une fraction 
ayant pour numérateur le produit des numérateurs, 
et pour dénominateur celui des dénominateurs. 

74. Il reste à diviser un entier par une fraction , 
et deux bâclions l’une par l’autre. 
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Soient, pour le premier cas, les deux égalités 
m — m, a~bvy 

dont la seconde répond à la fraction ^ = v; si on les 

divise l’une par l'autre, on aura les deux quotiens 
égaux, 

m m 

a b.v 

multipliant de part et d’autre par d’après les rè- 
gles (70), afin d’isoler —, on aura 



mb b m , „ 

— z=m X — (i 5 ) * 

a a V ^ ^ 

Donc pour diviser un entier par une fraction , il faut 
multiplier F entier par la fraction diviseur renversée. 

Pour traiter le second cas , on partira des deux 
égalités, 

(16). . . . a=b.v, a'=b'.v. . . .(17), 

qui répondent toujours à ces fractions, 

a a 
-^ = v,-g=v: 

» 

en divisant membre à membre l’égalité (16) par l’é- 
galité (17)) on aura les quotiens égaux, 
a bv 
d 

multipliant de part et d’autre par h (70), et divisant 
par b (71), pour eu revenir à l’expression cherchée 

de — , on trouve 

V 



ah a h V 

db b^ d V 

Donc pour opérer la division de deux fractions, il 
faut multiplier la fraction dividende par la fraction 
diviseur renversée. 

75. Ces propriétés et ces règles auraient encore 
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lieu dans le cas où a et 5 représenteraient des po- ■ 
lynomes quelconques. 

76. La transformation a = démontrée (60), 

fournit le moyen de faire passer une quantité de ia< 
forme fractionnaire à la forme entière. Ainsi on a 
h \ ^ b 

~ — b X - 

a a 

* 

77. Puisque la valeur d’une fraction n’est que le 
quotient de son numérateur par son dénominateur, 
il suit des règles ( 4 a 56 et 57), que 

a a — a 

J 

b — a — (a — b') a — h 

~d 3 ““ 3 “’ 

a-\-m c — d a-\-m ' — (c — d)^a+m d — c 

b+n f b-\-n ~f 4 +rt / ’ 

(g — b'\ (c — d ) (b — a)(c — d) c — d^ 

d{b — g) d{b — g) d 

78. Supposons qu’on ait à faire cette division in- 
diquée , 

-f- (3c^ — aA^)a — 6m* -*• 5ft* — S^*c*a~* ■4* 64*m*a-* 

^ aa' — 5Aa* 4 - 3c*a~* — 6n^r* * 

on pourra d’abord écrire la fraction sous la forme 

* — 56«* 4- (5c* — a£*)a — 6m* 4- 5i* 



3**c* 66*m* 



. 5c* 6«* . • 

ta*— 55a* 4-— — — 
a a* 

où les exposans négatifs ne paraissent plus ; on se 
débarrassera des dénominateurs, en multipliant haut 
et bas par g^, et on aura 

aa* — 34a* 4- (5c* — a4*)a* 4- (54* — 6m*)«* — 34* c*a 4- 64* m* 

*' ia'—Sha* + 3c*a>— 6/»’a* ’ 

Par cette multiplication, la valeur de la fraction n’a 
pas changé (69), et les polynômes à diviser ne ren- 
ferment plus que des puissances entières et absolues: 
de cette mapière, on n’est pas obligé de prononcer 
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sur le rang des ternies à exposans' négatifs, de la 
lettre par rapport à laquelle on ordonne, ce qu’on 
•ne pourra faire que lorsqu'on aura considéré les 
quantités négatives isolées, et qu’on les aura com- 
parées entr’elles et avec les quantités positives. Au 
reste, on peut prouver bien simplement, i° qiùun 
nombre négatif est plus petit qu'un nombre absolu ; 
a® que de deux nombres négatifs , le plus petit est le 
plus grand, abstraction faite du signe. 

En effet, i® poura > i et/i > /w,/n et «étant des nom- 
bres entiers, on a a" > -î- > a—", d’où l’on conclut 

a" 



m > — n, quelque soient d’ailleurs les valeurs numé- 
riques de metn; a® m étant < net a > i,ona-^ > 

’ n" û» 

c’est-à-dire, a—" > a — », donc — m > — n. Ainsi, 
lorsqu’on veut ordonner un polynôme, suivant une 
lettre qui a des exposans absolus et négatifs , on 
commence par l’exposant absolu , le plus grand , et 
on finit par l’exposant négatif le plus grand, abstrac- 
tion faite du signe. On peut toujours supTOser a 
nombre entier), parce que il était fractionnaire ,onpour- 
rait multiplier les deux termes de la fraction par la 
plus haute puissance de son dénominateur. 

79. Nous rechercherons enfin ce que devient une 
fraction, lorsqu'on augmente ou qUon diminue ses 
deux termes dun même nombre. 

Qu’aux deux termes de la fraction 




ou ajoute im même nombre m; la valeur v de la 
fraction variera en plus ou en moins : en désignant 
cette variation par on aura 

= v-t- 5 ... .(a), 



a + m 



0 
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S désignant la différence des deux fractions , diffé- 
rence, inconnue en nombre et en signe, puisqu’on 
ne sait si la fraction proposée doit augmenter ou di- 
minuer , lorsque ses deux termes augmentent égale- 
ment ; il faut' donc concevoir que 8 représente , en 
même temps, le nombre inconnn et le signe sous 
lequel ce nombre doit être combiné avec v , signe 
qui ne peut être que -t- ou — . Pour connaître 8, 
on retranchera membre à membre, l’égalité (i) de l’é- 
galité (a) , et on aura 

J a-t-m a B(a + m) a(B + m) 

B + m B b{B-^ m) B{B + m) 

Ba -4- Bm — Ba — am Bm — am m(b — a) 

~ B(B-{-m) b{b-\-m) 

et enfin 



. ' m B — a - 

or, il peut exister entre les deux nombres a et B ^ 
l’une de ces trois relations 



a>By a = B, a<B : 

sous la première, la différence B — a est soustrac- 
tive ( 17 ); divisée par B -{-m, le quotient sera sousr 
tractif (56); ce quotient multiplié par le nombre 

absolu ^ donnera un produit négatif (Sq); donc S 



sera négatif, c’est-à-dire, qu’au lieu de on 

devra lire v — S. 



Donc la valeur dune fraction— ÿ plus grande que 

t unité, diminue lorsqu'on augmente les deux termes 
dun même nombre. 

Sous la seconde relation, la différence i—o: en, 
• effet, sous cette hypothèse 

a a a m 

B a a -t- m 
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Sous la troisième relation, la différence S est addl 
tive. 



Donc la valeur dune /raction vraie-^, augmente 

par t augmentation égale de fes deux termes. 

On remarquera qu’aux hypothèses 

a > b, a — h., a < b 

répondent, 

— , 5=0, 5 = -f- 

' c’est-à-dire que la différence 5 peut aller du positif 
négatif, en passant par zéro. 

Examinons maintenant ce qui arrive, lorsqu’on 
diminue également les deux termes d’une fraction, 
et posons toujours 



a — m 
b — m 



5 



retranchant v ou de part et d'autre , on aura 

^ a — m a b{a — m) . *a(5 — rri) 

b — m b h {b — m) b{b — m) 

ba — bm — ab-\-am m[a — b) _m a — b 

b{b — m) b {b — m) b ^ b{b—m)' 

Pour que la discussion soit régulière , on suppo- 
sera d'abord 

b>m avec a> b., a=b a <b 
et on trouvera i® la différence 5 positive ou addi- 
tive, a® nulle, 3® soustractive. 

D’où l’on conclut que lorsqu'on diminue égale- 
ment les deux termes dune fraction, dun même nom- 
bre moindre que le plus petit des deux termes, sa va- 
leur augmente si la fraction vaut plus d’une unité; 
elle ne change pas si la fraction vaut l'unité; elle 
diminue, si elle est une fraction vraie. 
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Soit en second lieu , 

b=m 2 csec a> b, a=h, a<b : 

pour b = m avec a>b ^ on aura 

. a — b a — b 

. X = -• 

O • O 

résultat singulier que nous avons déjà rencontré (6i) 
et que nous interpréterons dans l’un des chapitres 
suivans. Pour b = m avec a = b, on a 

»=.-• 

symbole qu’on a rencontré (6i), et qui est ici celui 
de l’indétermination. Enfin pour b = m avec a<b^ 
on obtient 

O 

Pour terminer cette discussion , il resterait à sup- 
poser 

b<m avec a>b, a=b, a<b : 

mais ce qui précède mettra le lecteur à portée de 
remplir cette lacune que nous laissons à dessein. 

8o. Nous pouvons maintenant faire une des ap- 
plications annoncées (63), et supposer qu’on ait 
/(io)’-t-/n(io)’-l-n(io)-|-/>, polynôme qui repré- 
sente un nombre de quatre chiffres, à diviser par 
OT'(io)’-t-/i'(io)-t-/>' qui représente un nombre de 
trois chiffres : or, 

. I , , , mm' — tn' 

qaot.=-,(ro)-f— ^ 

% 

_ — mm'rt' + //i’- , . , 

Reste SS ' ■ " i, " " , ... ■ ■ — •• 

m ' ' m , 

Pour le dividende ia34 et le diviseur taa, on a 



\ 
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/=i, wi = a, n = 3,/> = 4, »t'=i)n'=a,p’=a, 
donc 

3 a ^ 

Quot. = I (io)h J — =io, 

„ 3 — a — axa+4/ \ . 4 — axa+axa . 

Reste= ^(io)+-î =i4, 

I I 

résultats donnés par la division numérique. 

Sous les hypothèses 

• t=i , wi=:a , 71=3 , p=4 , 77i'=a , 7i'=a , p'—% , 

on trouve pour quotient 5 + j et pour reste i3 : or, • 

# . en divisant ia34 par aaa , le quotient est 5 et le 
reste ia4 ; en sorte qu’on a le quotient exact 5-j-^ . 

• en effet, le quotient 5f donné par la division algé- 
' brique, ajouté à la fraction donne 6-t-^. 



CHAPITRE VI 



BECHERCUE Dü PLÜS GRAND COMMUN DIVISEUR ENTRE 
UN NOMBRE QUELCONQUE DE NOMBRES. 

8i. La recherche du plus grand commun divi- 
seur entre autant de nombres qu’on voudra, se ré- 
duit, en dernière analyse, à la même recherche entre 
deux nombres, et quoique cette dernière question 
ait été résolue en Arithmétique, nous la traiterons 
de nouveau dans ce chapitre. 

Suppo.sons d’abord qu’on demande le plus grand 
commun diviseur entre les trois nombres A^BexC : 
on cherchera le plus grand commun diviseur D en- 
tre A et B, puis le plus grand commun diviseur 
D entre Z> et C, lequel sera le plus grand commun 
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diviseur cherché. En opérant, comme on vient de le 
dire, on aura 



1“ 



( A = mD 
\ B= nD 



d’ 



ou 



A:=.mrD 
B = nrD 
C= qD 



D= rD 
C= qU 

or m et n étant deux nombres premiers entre eux , 
riy devient le plus grand commun diviseur entre 
A et B; mais comme r et ÿ sont aussi premiers 
enlr’eux , puisque D' est le plus grand commun di- 
viseur entre D et C, il s'ensuit que D reste plus 
grand commun diviseur entre A , B tX. C. 

Pour quatre nombres A , B, C, E, on cherche- 
rait , comme on vient de le dire , le plus grand 
commun diviseur D entre les trois premiers nom- 
bres A, B, C, puis entre E et D \e plus grand 
commun diviseur D" qui sera celui des quatre noni' 
bres A , B, C, D; on aura donc 
A=mD 
B= nD 

I B — nrs D' 

^ d’où 
qO 



I® 



A = mrs D' 



\ E— tD' 



C= 
E = 



qsD' 

tD' 



or m et n étant premiers entr’eux , rs D' est plus 
grand commun diviseur entre et £ : r et ^ étant 
premiers entr’eux, s D' est plus grand commun di- 
viseur entre A , B, C : enfin ^ et / étant premiers 
enti’eux , D' reste plus grand commun diviseur en- 
tre A, B, C et E. 

83. Il s’agit donc seulement de résoudre la ques- 
tion entre deux nombres, question qui revient à celle 
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de réduire une fraction à sa plus simple expres- 



sion, et que nous allons traiter de deux manières, en 
supposant A> B. 

Le plus grand commun diviseur entre A eX, B ne 
peut excéder B : il peut-être B lui-même , ce qu’on 
reconnaîtra en faisant la division qui donne (Arith.) 



A B 

B B 



(i) 



q étant le quotient en nombre entier, et R le reste 
de la division que nous supposons ne pas se faire 

exactement Or, la fraction ne peut se réduire. 



sans que la fraction -g- se réduise, puisque q étant 
un nombre entier , est irréductible ; d’ailleurs la ré- 



ductibilité de la fraction — tient à celle de son in- 

• V ^ 

B 

verse : or, B étant > A, le nombre qui doit ré- 
duire-^, en divisant exactement ses deux termes, 
K 



ne peut excéder R\ mais il peut être R lui même, 
ce qu’on reconnaîtra en faisant la division de B par 
R, qui donne 



— = ç+— --(a) 



q étant le quotient en nombre entier, et R le reste 
< R. On dira encore que la réductibilité de dé- 
If B 

pend de celle de ou de son inverse parce- 
que g' est un nombre irréductible : en sorte qu’en 
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continuant de cette manière, on aura les décompo- 
sitions suivantes 



-jf-9 +-^”( 4 )» 

iy< rvt» 



etc. 



On voit bien clairement ici que le nombre qui doit 
réduire-^, est celui qui réduira-^ ou qui ré- 



/r /f . .J . /r' JT 

duira — ou qui réduira ^ P“ • ** donc 

JÏ"'=o, comme alors Jf" deviendra le plus grand nom- 

If* 

bre qui puisse réduire la fraction il sera aussi ce- 
lui qui réduira la fraction-^ à sa plus simple expres- 



sion , et conséquemment le plus grand commun di- 
viseur cherché. 

On peut encore présenter la chose, comme nous 
l'avons fait ( Ârith. ). Soient donc toujours y4 et B 
les deux nombres entre lesquels il s’agit de trou- 
ver le plus grand commun diviseur. Eu conservant 
les notations ci-dessus, on aura l’égalité 

Jf=:Bq-k- B, d’où y4 — Bq = B; 
soit D le plus grand commun diviseur de et B : 
comme D divise A et B séparément , il divisera né- 
cessairement la différence A — Bq, et conséquem- 
ment R; donc D deviendra diviseur des nombres 
^ et ^ ; je dis que Æ et ^ ne pourront avoir un 
plus grand commun diviseur d plus grand ou plus 
petit que Z) : i» soit, s’il est possible, d> D diviseur 
exact de ^ et de Zi : il le sera de la somme Bq-\rR-, 

4 
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et conséquemment de mais il l’est de Jî; doncil sera, 
en même temps, diviseur de ^ et qui admettraient 
ainsi un diviseur plus grand que leur plus grand 
commun diviseur D , conclusion absurde. a°. Soit d 
< , ou D> d :'iX résultera de cette hypothèse que 

D étant diviseur de ^ et R , ces deux nombres 
auraient un diviseur D plus grand que leur plus 
grand commun diviseur d; autre absurdité. Donc 
la recherche du plus grand commun diviseur entre 
A et est ramenée k celle du plus grand commun 
diviseur entre B et R , qui est le même. On prou- 
vera de la même manière que ce dernier ne diffère 
pas du plus grand commun diviseur entre R et Jf, 
entre K et R!\ entre R' et R” etc.; en sorte que si 
R", par exemple, fait sa division exactement, .A"' sera 
le nombre cherché. 

On est donc conduit à ce procédé de calcul. 

Pour avoir le plus grand commun diviseur entre 
deux nombres, il faut diviser le plus grand de ces 
nombres par le plus petit, le plus petit par le reste 
précédent, ou par le premier reste, le premier reste 
par le second reste , et ainsi de suite , jusqu’à ce 
qu’on soit arrivé à un reste ou diviseur qui fasse sa 
division exactement; ce dernier reste est le plus grand 
commun diviseur. 

Lorsque le dernier diviseur est F unité, la fraction 

est iRBéncéTiBLE ; et réciproquement , lorsqu'une 

fraction est irréductible, le plus grand commun di- 
viseur est r unité. 

Si on découvre dans A des facteurs qui ne .soient 
pas communs à A, et dans B des facteurs étran- 
gers à on pourra les effacer, sans craindre d’al- 
térer le plus grand commun diviseur D : soient, en 
«fiet, A=Fy. N x D, B=F y.Jfy.D, où les nombres F 
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et F , ainsi que A'' et iV', sont premiers entr’eux; 
après la suppression du facteur F dans A , et du fac- 
teur F dans B, le plus grand commun diviseur sera 
encore D : on pourrait aussi supprimer d'une part 
le facteur IV et de l’autre le facteur IV. On peut 
même supprimer dans A tt B un facteur commun, 
pourvu qu’on restitue ce facteur dans le plus grand 
commun diviseur des deux quoliens : en effet, soient 
A — F y. M yt. Df , B — F y M'y D ; le plus grand 
commun diviseur est ici FyD : donc après la sup- 
pression du facteur commun F, le plus grand corn* 
inun diviseur sera £/ qu’il faudra multiplier par le 
facteur F supprimé. Si on introduit dans A et B 
un facteur d, ce facteur s’introduira dans le plus 
grand commun diviseur dqnné par l’opération; en 
sorte qu’il faudra le diviser par d pour en revenir 
au véritable plus grand commun diviseur entre A 
et B. 

83. Les égalités (i), (a), (3), (4) etc., obtenues 
( 8 a), reviennent, d’après la propriété ( 69 ), à celles-ci 
A I 



■7T=9 



B 



B 

B 

I 



B . 
-R=^ 



R 

K 

\ 



K 






etc. 



R 

RT 

I 



R" 

~W 



■(O 



.(a') 



(3') 



(4') 



dans lesquelles l’unité est toujours le numérateur, 

B R R . , 

~R~'‘ ~W <î^c.,sonlles dénominateurs. Mainte- 

4 . 
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nant si dans (i') , on écrit pour sa valeur tirée 



de (a'), dans le résultat pour sa valeur tirée 

de (3'), dans le résultat pour sa valeur tirée 

de (4'), et ainsi de suite, on aura cette transfor- 
mation de , 




I 




etc. 

qu’on nomme Jraction continue ; il a déjà été ques- 
tion (Ârith. ) de ces fractions sur lesquelles nous 
reviendrons dans ce volume et dans le suivant. 



CHAPITRE VII. 



DE LA nÉSOLUTIOir DES QUOTIEITS EN SUITES INFllUES. 

84- Nous avons assigné (64) le caractère auquel 
on reconnaît qu’une division algébrique est termi- 
née : le dividende reste n’étant plus divisible par 
le diviseur, cette division ne peut qu’être indiquée; 
on la note par une fraction ayant le reste pour nu- 
mérateur et le diviseur pour dénominateur : cette 
fraction complète le quotient. Supposons par exem- 
ple , que le reste d’une division soit o9 = i, et que 
le diviseur soit a -t- i : le complément du quotient 

sera • cependant on peut entreprendre cette 

division et la pousser aussi loin qu’on voudra , 
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comme nous le verrons à la suite de la remarque 
suivante. 

85. Si dans la division de deux polynômes , on 
s’écarte de la règle établie (6a), on arrive encore 
à un quotient qui ne se termine pas : ainsi en divisant 
les deux polynômes ordonnés ; savoir : a’ — b' par 
O -H i , on trouve pour quotient a — A , tandis que 
si l’on effectue la division de a' — b' par b-\-a, 
on est conduit à cette opération qu’il est facile de 
suivre, en appliquant les règles établies (Chap. Y), 
a’ — b' ^b-\-a 

,3 



— a'- 



T 



|Quot=-j-— + 34 etc. 



K. 3, 



-r-‘- 



O* 

V 



O* 

V 



V 

b 



— b‘ 

sL 

~~ P 






etc. 

le quotient ne s’arrête pas , puisqu’on a toujours un 
reste : dans ce cas où on prend b-\-a pour divi- 
seur, il faudrait, pour trouver le quotient a — b, 
diviser la totalité du dividende par tout le diviseur, 
c’est-à-dire, a' — b par b -{-a, division qui revien- 
drait à celle de (a + b) (a — b) par b -ha, laquelle 
donne évidemment le quotient a — b. 

86. Faisons la division de i par i — a, celle du 
reste a par i — a, celle du reste a’ par i — a, et 
ainsi de suite ; nous aurons 

I a a a' 

— l-h — j = a -I ; - -*■ — fl 

I — a I — a I — a i — a’ i—a i — a 
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Et, en effet, si on réduit la partie entière du quotient 
au dénominateur i — a, en la multipliant et divi- 
sant par I — a, et qu'on ajoute le résultat à la frac- 
tion qui complète le quotient, on retrouvera toujours 

la fraction développée •j— On observera que cha- 
cun de ces quotiens ou développemens de la firac- , 
tion— — -, se compose i® dune partie entiere qui 

est la somme des puissances successives et entières 
de a, à partir de a», inclusivement; a® d’une frac- 
tion qui a toujours pour dénominateur i — a et pour 
numérateur la lettre a avec un exposant plus grand 
d’une unité que celui de la même lettre dans le 
dernier terme de la partie entière. Cette composition 
régulière et constante des formules précédentes, est 
ce qu’on nomme une /oi : cette manière de s’élever 
à une loi générale par la considération des cas par- 
ticuliers, se nomme induction : elle est, dit M. La 
Place, la source de presque toutes les découvertes 
dans l’analyse et dans la nature dont tous les phé- 
nomènes sont les résultats mathématiques d’un petit 
nombre de lois invariables : ce géomètre a soin 
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d’ajouter que, dans cette méthode d’induction, il ne 
faut pas généraliser trop promptement ; car il arrive 
très souvent qu’une loi qui se soutient dans un 
grand nombre de cas, est démentie dans le cas sui- 
vant. Mais ici on pourra poser généralement 

I 

=i +a-+-a’ -t-a‘ + +û''H 

I — a I — a 

n étant un nombre entier qui, augmenté d’une unité, 

donne le rang du terme a". En effet, pour /i= 3 , 

le terme a“ devient à' qui est le quatrième terme; 

pour n = 4» û" devient à* qui est le cinquième terme. 

Mais comme rien n’empéche d'élnigner indéfiniment 

^e terme fractionnaire qui termine la suite, c’est-à- 

dire, d’ajouter toujours un terme à la partie entière 

on pourra supposer que celle-ci ne se termine pas' 

et alors on écrira 

I ‘ . 

= I -H a -t- a’ -4- a’ etc (i). 

I — a ' 

Éclaircissons ce qui précède par la considération 
de quelques cas particuliers. Supposons d’abord o=i: 
alors le quotient général ci-dessus, deviendra un quo- 
tient particulier , correspondant à la fraction singu- 
lière = et on trouvera 

T = etc. , 

en observant que toutes les puissances de l’unité sont r , 
Pour interpréter ce résultat ÿ, qui s’est déjà offert 
(6i, 79), supposons qu’on ait à diviser l’unité suc- 
cessivement par les nombres décroissans t, 7V, ttt» 
tïVt» » etc. ; on aura les quotiens i , 10, loq, 
1000, 10000, etc., continuellement et indéCniment 
croissans, puisque le dividende restant le même, les 
diviseurs sont indéBniroent décroissans : mais ces 
diviseurs tendent vers zéro qu'ils ne peuvent attein- 
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dre (*), quoiqu’ils en approchent sans cesse, on 
qu'ils en diffèrent de moins en moins, et, en même 
temps, la valeur croissante de la fraction, tend vers 
celle qui répond au diviseur zéro; et il est autant 
impossible que la fraction, dans ses accroissemens 
successifs , atteigne i , qu’il l’est que le dénoroina* 
leur ou le diviseur, dans ses diminutions successives, 
arrive à zéro. Ainsi ^ ^st le dernier terme , qu'on 
nomme limite , des accroissemens de la fraction : à 
cette époque , la fraction a reçu tous ses accroisse- 
mens : ^ n’est donc plus un nombre, mais la li- 
mite supérieure des nombres : telle est la notion 
qu’on doit se faire de ce résultat ^ que les géomè- 
tres appellent , par abréviation , Yin/ini, et qu’ils no- 
tent par ce caractère , oo : il est souvent donné 
comme réponse à une question impossible, ainsi 
qu’on le verra dans la suite de ce traité, et, en effet, 
il est très propre à annoncer cette circonstance , 
puisqu’il est une négation de nombres. On remar- 
quera que si l’on veut ne prendre de la série (i) 
que les six premiers termes , il faut clorre le déve- 
loppement par 7^=T^ = T> ce qui donne 
T=t + t + t + t + ï-4-i-HT. 
égalité absurde en apparence, puisqu’elle exprime 
que l'infini augmenté de six termes, reste égal à lui- 
méme; cependant cette conclusion est conforme à la 
notion de l’infini qui n’étant pas une grandeur, ne 
peut pas recevoir d’augmentation, ou qui plutôt doit 



(*) Quelque loin qu’on pousse la division en parties égales 
d'une ligne prise pour unité , on ne peut jamais dire que l’une 
de ces sons-divisions, est nulle; car s'il en était ainsi, en répé- 
tant celte sous-division autant de fois qu'elle est dans la ligne 
entière, on conclurait l'unité égale à zéro. 
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exclure toute idée d’accroissement. De l’égalité pré- 
cédente, on déduit encore 

1 — I — 1 — I — T — 1=^; 

ainsi l’inâni moins plusieurs unités, reste lui-même. 

87. Donc lorsque l'infini se trouve combiné, soit 
par voie dadfiUion , soit par voie de soustraction , 
avec un nombre fini, on peut supprimer ce nombre. 

C’est une conséquence à laquelle on parvient en- 
core, en observant que 

I I -I- o X « I 

— h /I = = - 

0 00 

et qu’aussi 

1 ^ , T — O y n I 

O * O O ’ 

après avoir réduit n au dénominateur zéro. 

I>a formule (1), sous l’hypothèse a = a, donne 

■ — — — I rrz I a -f- ^ -l- 8 -f- 1 6 -f- 3 a -I- 64 ~l“ etc., 
I — a 

ce qui parait d’abord absurde : mais, il ne faut pas 
oublier que si l’on veut s’arrêter à un terme quel- 
conque, il faut joindre à la partie entière, la fraction 
qui complète le quotient. Supposons, par exemple, 
qu’on aille jusqu’au terme 64, inclusivement; il fau- 
dra, à la somme des sept termes, ajouter -i~= — ia8, 
ce qui donnera 1x7— ia8= — i. Ici, quelqu’éloigné 
que soit le terme fractionnaire , sa valeur numéri- 
que qui est négative, surpasse toujours d’une unité 
celle de la partie entière, en sorte que celle-ci est dé- 
‘ truite en totalité. 

Prenons maintenant le nombre a entre o et i , et 
soit, par exemple, 0 = 7 : la série (i) donnera 

* a 

or, si l’on prend les deux premiers termes de cette 
suite , on a i -t- = | , et il s’en faut de j- que cette 
somme ne soit égale à a : si l’on prend les trois 
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premiers termes, la différence à a n’est plus que 
de : on voit donc bien clairement que plus on som> 
mera des premiers termes de la suite, plus la diffé- 
rence entre a et cette somme deviendra petite; eu 
sorte que cette différence continuellement décrois- 
sante, deviendra moindre que tout nombre donné 
que Ique petit qu’il soit : d’où il résulte que les sommes 
successives s’approcheront continuellement du nom- 
bre a, sans pouvoir l’atteindre: le nombre a est donc 
encore une limite. Ijcs véritables limites, suivant les 
notions des anciens, sont des quantités qu’on ne 
peut atteindre , quoiqu’on puisse en approcher au- 
tant que l’on veut; telle est, par exemple, la circon- 
férence du cercle à l’égard des polygones inscrit et 
circonscrit, parce que, quelque grand que devienne 
le nombre des côtés de l’un ou de l’autre de ces po- 
lygones extrêmes, jamais le polygone intérieur ne 
sortira du cercle, et l’extérieur n’y entrera, et même 
jtiraais l’un et l’autre n’atteiudront le cercle. 

Dans le cas de a=j, la série (i) donne 



. T M-ï + 7 + -;T + TT + TTj + 

* 3 

iLa somme des deux premiers termes est i = 
dont la différence avec v est ^ : les trois premiers 
termes donnent ^ ; l’erreur est : la somme des 
quatre premiers termes ne diffère plus de | que de yf. 
Or, chacune des erreurs étant le tiers de la précédente, 
nécessairement cette erreur tend vers zéro qu’elle 
ne peut atteindre, et la somme tend vers f qui en 
est la limite. 

Prenons encore a = f, et nous aurons 
71^ = 3 = 1 + T + Ï + 1T + TT + + etc. 

* 3 

Les différences entre 3 et les sommes des deux, trois, 
quatre, etc., premiers termes, sont f>-, etc. 
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Enfin pour 0 = 7, ou trouve 

: : = * + T Tï ■+" TTT + «te. 

4 



59 



L'erreur donnée par la somme des trois premiers 
termes, n’est déjà plus que de 
^ 88. Il résulte donc de ces applications, i<>que lors- 
que, dans la série (i), on substitue pour a une frac- 
tion vraie, tous les termes de la suite, à partir du 
premier, vont en diminuant, en sorte que le premier 
terme est le plus grand, et que chacun des autres 
termes surpasse celui qui le suit ; que lorsque 
les termes décroissent rapidement, la somme de quel- 
ques-uns d’eux pris à partir de l’origine, équivaut, à 
très-petite différence près, à la totalité de la suite: 
d’où il résulte que si on n’a que la suite, et qu’il 
soit question d’assigner la somme de tous ses ter- 
mes, qu’on appelle terme sommeuoire, on pourra, 
non pas le calculer rigoureusement , mais au moins 
en approcher d’aussi près que le requiert l'état de 
la question. Ces suites ont été dites convergentes, d’a- 
près la propriété dont elles jouissent de donner, par 
la somme d’un plus ou moins grand nombre des 
premiers termes, une valeur très-approchée de celle 
de la totalité de la série, qu’on ne peut obtenir, 
puisqu’elle ne s’arrête jamais. Les suites dont les 
termes vont continuellement en augmentant , sont 
nommées divergentes : celles-ci ne sont propres qu’à 
faire connaître des propriétés de la quantité qu’on 
développe, et ne peuvent servir à faire approcher 
de la valeur totale, puisque les derniers termes qu’on 
ne peut avoir, qu’on est obligé de négliger, sont 
les plus considérables. Ces généralités seront éclair- 
cies dans la suite de ce traité. 

89. On pourra résoudre en suite infinie la frac- 



tion en divisant 



I par 1 - 4 - a , ainsi que nous 
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avons divisé plus’ haut i par i — a: on trouvera 
— - — = i — a + a' — — etc (a) : 

et on observera encore que si l’on s’arrête, il faut 
compléter le quotiènt par une fraction formée du 
reste correspondant à la dernière division, divisé 
par le diviseur i + a: nous supposerons ici, comme 
nous l’avons fait plus haut, que ce terme fraction- 
naire soit indéhniment éloigné. 

Faisant a = i dans (a) , on aura 

— i + i — iH-i — 1-4- etc. , 
suite qui offre une contradiction apparente, en ce 
que si on s’arrête à — i , le résultat est zéro ; et si 
on s’arrête à -4- i , le résultat est - 4 - i . Mais c’est là 
précisément ce qui tranche le nœud ; car , puisqu’on 
.doit prendre un nombre indéfini de termes, il ne faut 
pas s’arrêter plutôt à — i qu’à + i ; il est donc clair 
que la somme ne doit pas être plutôt o que i , qu’elle 
doit tenir le milieu entre ces deux nombres, c’est- 
à-dire, qu’elle doit être 7. C’est bien aussi ce qu’on 
trouve en complétant la portion qu’on prend de la 
suite , par le reste divisé par le diviseur ; pour six 
termes, on aurait 

I — i + i — 1-4-1 — i- 4 -t = t. 
et pour sept termes, on trouverait 

I — 1-4-1 — 1-4-1 — 1-4-1 — I = 7 - 
Faisant 0 = 7, le développement (a) deviendra 




— Ï-4-7V — -âT-l-ctc. , 



la somme des deux premiers termes est 7, laquelle 
est trop petite de 7; trois termes donnent |, résul- 
tat trop grand de 7^; quatre termes donnent pour 
somme |, trop petite de 7^, etc. : ainsi les portions 
successives de la suite, prises de l’origine, sont al- 
ternativement plus grandes et plus petites que la 
valeur totale 7; mais ces portions en diffèrent de 
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moins en moins, soit par excès, soit par défaut. 
Supposant a=j, on aura 

1 — . J. «L. i. I L U- ^ 

4 * 3 • ® a 7 * SI a 4 3 * 7 a » «w. 



i+i 



Or , en considérant seulement les deux premiers ter- 
mes, on a une somme trop petite de tV; trois termes 
donnent une somme trop grande de yj ; quatre ter- 
mes diffèrent en 'moins de ~, et ainsi de suite. 

La même fraction peut se résoudre en une sé. 

rie différente de (a) , qu’on obtient en prenant a 1 , 
au lieu de i -t- a , pour diviseur ; on trouve alors 

I 

ûi’ 



a -H I 



I 

a 



-y T + "T — etc.. (3). 

a' a* a ^ ^ 



C’est ainsi qu’en changeant l’ordre des termes dans 
le dénominateur ou dans le diviseur, ou obtient le 
quotient sous diverses formes, et qu’un passe d’une 
série divergente dans une certaine étendue des va- 
leurs de a , à une série convergente pour les mêmes 
valeurs ; par exemple , la série (a) est convergente , 
lorsqu’on prend pour a des fractions vraies, tandis 
que, sous la même hypothèse, la série (3) devient 
divergente, et réciproquement. 



90. En effectuant la division 



a 

X 



ab 

X' 



ab' 



X- 

ab^ 



on au 
h etc 



etc. 



■(4). 



X — b~ X X' X' X' 

et l’hypothèse a=mb donne, en écrivant m en fac- 
teur commun , 

mb ib b' P P 

'jr Tit ^ H ^ ■ 

X — b ^x X' 3^ 3^ 

Ainsi lorsque le dénominateur d’une fraction ex- 
cédera de très-peu 10, 100, 1000, etc., en faisant 
X— 10, ou = 100, ou = 1000, etc., b sera très-petit 
par rapport à ar , et le facteur entre parenthèses , 
dans le second membre de ( 4 ), sera une série très- 
convergente ( 88 ) : pour avoir le nombre m (|ui mul- 
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tiplie cette série , on comparera mh avec le numé* 
rateur a de la fraction numérique proposée, et de l’é- 
galité a = mb , dans laquelle les nombres a et h 

sont déjà connus, on déduira /n = 

Supposons qu’on ait à réduire en décimales la 

56 

fraction : on mettra cette fraction sous la forme 

: comparant cette dermere avec 
mb 

T, on trouve 

X — b 

x=ioooo, 3 = 7 , 771 = 8 , 
et conséquemment par la substitution de ces valeurs 
dans ( 4 ), on a 

JL—, , * . V _ — g ; o,ooo74-{o,ooo7)*-j-{o,ooo7)‘-J-{o,ooo7)‘ J 

9993 loooo — 7 à y 

Maintenant pour avoir la valeur de la fraction pro- 
posée avec huit décimales exactes, il suffira de pren- 
dre la somme des deux premiers termes de la série 
infinie, et de la multiplier par 8 , opération qui don- 
nera o,oo 56 o 39 x ; le troisième terme est 

0,000000000343, dont le produit par 8 est 

0,000000002744, qui n’influe pas même sur la hui- 
tième décimale du résultat donné par les deux pre- 
miers termes. 



La fraction -5— peut se mettre sous la forme— 

décomposition qui, comparée avec ~~~y> <lcune 

ar= 1000, 5 = 9, 48 = 771X9, d’où t7ï = -V^ = -^: 
donc 

ïvT = -=r { 0,009 (0,009) ’ + (0,009) » -h etc. J 

' , ^ 

91. Proposons-nous de résoudre une fraction - en 



une suite de fractions dont les dénominateurs soient 
toutes les puissances successives et entières dun nom- 
bre donné m. 
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Pour résoudre cette question, on effectuera la di- 
vision de a par m + n , et on aura 

a a £2.-4-®”* en’ /g-v 

m-\-n m m' ot* m' 

Supposons maintenant qu’on veuille réduire ÿ en 

a 

fraction décimale; en comparant ^ ^ avec ÿ, et ob- 
servant qu’on doit avoir /n=io, on trouvera e=i, 
I o -h /i= 7, d’où n= 7 — 10= — 3 , et conséquemment, 
d’après ( 5 ), 

I « 3 9 17 Ri a 43 719 

7 10 (10) • ^ (10)* ^ (lo)* (loj* (io)‘ (10)' ^ ***' 

9187 

fioP 



î Tl + «le. 



tandis que le procédé arithmétique donne 

I I _4 » 8 5_ 7_ _i 

7 10 (10)* (10)* * (10)* ^ (*<>)* * (*o)‘ ^ 

= 0,141857 141857, «te. ' 



Les numérateurs de ces deux, suites sont très-diffé- 
rens : ceux de la première sont composés de plusieurs 
chiffres, à partir du quatrième terme, inclusivement, 
tandis que ceux de la seconde ne sont composés que 
d’un seul chiffre; cependant en sommant un nombre 
suffisant des premiers termes de la première suite^ 
on retrouve le résultat o,i 4 a 857 , etc. On remarquera 
que, pour développer la fraction f dans un autre 
système d’arithmétique, et, par exemple, dans le 
système duodécimal, il faudrait faire la. 

91. Ainsi, par l’Algèbre, ou peut obtenir la valeur 
d’une fraction sous des formes essentiellement dif- 
férentes, ce qui est encore un des caractères distinc- 
tifs de cette branche de calcul. 
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CHAPITRE VIII. 



De QUELQUES PROPRIÉTÉS DES NOUBRES. TrADUCTIOS 
d’un nombre d’un système sans un autre système 
d’Arithmétique. 

93. Nous avons réuni dans ce chapitre les seules 
propriétés des nombres, dont la connaissance soit 
indispensable dans la suite de cet ouvrage ; et nous 
y avons aussi traité la question de traduire un nom- 
bre d’un système dans un autre système d’Arithmé- 
tique, question qui trouve naturellement place ici, 
et dont la solution sert de complément à ce qui 
a été dit en Arithmétique sur les différens systèmes 
de numération. 

94. Le nombre des chiffres dun produit, ne peut 
excéder la totalité du nombre des chiffres des fac- 
teurs : il peut être moindre d’une unité. 

.Soient n le nombre des chiffres de l’un des fac- 
teurs , n' celui de l’autre ; soient F le premier fac- 
teur, et F le second : on aura 

F=(io)"— ‘ ou > (lo)"— • et < (10)", 
F'=(io)"'— *ou> Cio)„'_, et < (io}«', 
en observant que le nombre total des chiffres de 
{io)p est 1, puisque le nombre des zéros, est p : 
on aura donc 

FxF= (10)»+"'— »ou > (io)"-*'"’~»et < (10) 
conséquemment ce produit peut avoir n-|-n' — i ou 
/i-j- n' cbiffres, mais il aura moins de /i-H n' -t- i chif- 
fres. On peut conclure de là les limites du nombre 
des chiffres du produit d’un nombre quelconque de 
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facteurs. On peut aussi assigner le plus grand et le 
plus petit nombre de chiffres d'un quotient, con- 
naissant ceux du dividende et du diviseur. 

9.5. On nuiltiplie ou on divise un produit^ en mul- 
tipliant ou en divisant un de ses fadeurs. 

Pour démontrer la première proposition dont la 
seconde n’est qu’une conséquence, nous effectue- 
rons le produit indiqué a (£' — b)., qui donnera 
a {p — b')-=Lab — ab — P — P, 
en posant ab’z=.P et ab = P, et il s’agit de recher- 
cher ce que deviendra P par rapport à P, souà les 
hypothèses i&' = a£, = 36, etc. Soit h—%b ; 

on aura 

a (A' — A ) = aa3 — ab=zabz=^P=P — P: 
or de P=P — P, on déduit P ~iP. Donc lorsque 
b devient double de b, le produit ab ou P devient 
double de ab = P. Supposons A'=34; on aura 
a {b — b) — Zab — ab = lab = iP—P — P , 
d’où P—ZP; ainsi b devenant triple de b, le pro- 
duit ab = P devient triple de ab = P. Et ainsi de 
suite. 

96. Le produit de deux fadeurs reste numérique- 
ment le même, dans quelque ordre qu'on multiplie 

ces fadeurs. 

« 

Cette proposition déjà démontrée (Arith.), sera 
déduite ici d’une autre considération. Il s’agit donc 
de prouver que 

a y. b =. b y. a. 

■Supposons a> b , eX. a et. b deux nombres entiers :• 
si l’on décompose a dans tous les nombres b qu’il 
contient, on aura un certain excédent r<b; il est 
clair que les nombres b dans lesquels on peut dé- 
composer a, ainsi que l’excédent r, seront fournies 
par la division de a par b : cela posé, on aura , 

5 
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ay. h = {b -\-h -\-b -\r b' -\r -+- r)h 

où nous avons, dans le second membre, conservé 
l’ordre des facteurs : or, dans tous les termes de la 
forme i xi, on peut évidemment intervertir l’ordre 
des facteurs ; la proposition reste donc à prouver 
à l’égard de rxi. On supposera b décomposé dans 
tous les nombres r qu’il peut contenir, et désignant 
l'excédent par r <r, on aura, en conservant dans 
la décomposition l’ordre rxi, 

rxi = r(r-|-r + r + r + 

où il est clair qu’on peut intervertir l’ordre des fac- 
teurs dans tous les produits élémentaires rxr ; il 
ne s’agira donc que de prouver que le changement 
d’ordre peut avoir lieu dans le dernier produit r x r. 
Or , en décomposant r dans autant de nombres r 
qu’il peut en. contenir, et désignant le reste par /' 
< r', on aura 

r xr'=(r 4-r'-+-/4-r'-+- 

et il faudrait prouver que j' y(. r' = r x r" et ainsi de 
suite. On a donc divisé a par A, le diviseur b par le 
reste r, ce reste r par le reste /, etc., c’est-à-dire, 
qu’on a opéré sur les deux nombres a et A comme 
pour en trouver le plus grand commun diviseur qui 
ne peut être que l’unité, si a et ^ sont premiers 
entr'eux, ou un nombre autre que l’unité (.Arith. et 8a): 
dans le premier cas, on aura ramené la proposition 
énoncée à une proposition semblable sur le produit 
1 X rt") ou rC") X I ( H") dénotant r accentué n fois ) 
dans lequel on peut évidemment intervertir l’ordre 
des facteurs : dans le second cas , on arrivera à des 
produits tels que H") x ri") dont on peut alterner les 
facteurs. Donc 

a -X. b = b y. a. 

Étendons la proposition à un produit de trois et d’un 
nombre quelconque de facteurs. Considérons d’abord 
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trois facteurs, et comparoos deux produits entre ces 
trois facteurs : ou ils auront le même dernier facteur, 
ou ce facteur sera différent dans les deux : soient 
d’abord les deux produits abc., bac; d’après ce qui 
précède , les deux produits ab et ba étant identique- 
ment les ménles, les produits abc et bac seront aussi 
les mêmes. Soient maintenant les produits abc, cba: 
on pourra ramener à ravant-deriiiére place dans cha- 
cun de ces facteurs, la lettre qui est la dernière dans 
l’autre, en sorte que ces produits deviendront bac, 
bca , respectivement égaux aux proposés , à cause 
de ba = ab , et de bc=-cb; mais d’ailleurs, à cause 
de ac=ca, on aura b.ac=b.ca. Passons à quatre 
facteurs et considérons d’abord deux produits ter- 
minés par la même lettre, tels que abcd, bcad ; 
puisque abc=Bca, on aura abcd—bcad. Soient , en 
second lieu , deux produits tels que abcd , dcBa 
dont les derniers facteurs d cX. a sont différons : on 
leur substituera les produits respectivement égaux 
bca.d, cbd.a, à cause de bca— abc, cbd—dcb\ mais 
à cause àc ad = da, bc = cb, on a bcad=cbda. 

Soient , en général , deux produits entre les n 
mêmes lettres a, b, c, d, etc. : en ramenant à 
l’avant-demière place dans l’un de ces produits, la 
lettre qui est la dernière dans l’autre , on n’aura fait 
qu’intervertir l’ordre des lettres dans les n — i facteurs 
à gauche du dernier ; alors de part et d’autre , les 
produits des deux dernières lettres à droite, seront 
les mêmes, parce que l’ordre de ces lettres sera 
seulement interverti, et comme les n — a facteurs 
restans seront les mêmes dans un ordre différent, 
et donneront conséquemment le même produit , il 
s’ensuivra que les deux produits seront égaux. Il 
est donc prouvé que la proposition serait vraie pour 
n facteurs , si elle l’était pour n — 1 et n — a fae- 

5 . 
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leurs, et puis qu’elle est démontrée pour s et 3 
facteurs , elle le sera pour 4 ; étant vraie pour 3 el 
4 facteurs , elle le sera pour 6 et ainsi de suite. 

(g^ ) Si le produit a X b «r divisible par c, et que 
tun des facteurs b soit premier avec c,ye dis que c 
divisera C autre facteur a. 

On suppose que a, 5 , c soient des nombres en- 
tiers. D’après l’énoncé et ce qui a été démontré (8a), 
le plus grand commun diviseur entre £ et c est 
l’unité ; soit b>c , et supposons que l’opération se 
termine à la troisième division; on aura 

b=cq + r, c=rq' + r' , r=i'q'+i ; 
donc en multipliant les deux membres de chacune 
de ces égalités par a , on aura 

abz=acq -1- ar, ac—arq' + ar', ar = ar'q" a, 
et conséquemment 

ab — acq = ar, ac — artf—ar ' , ar — afq — a : 
Ainsi ab étant divisible par c suivant l’énoncé , 
ab — acq et conséquemment ar le seront pareille- 
ment ; il en sera de même de ac — arq et censé- 
ment de ad ; or ar et ad étant divisibles par c, il en 
sera de même de a. 

Si £ est < c , on divisera c par £ , et en suppo- 
sant encore que l’opération se termine à la troisième 
division, on aura ' 

c = iq-\-r, b=rq’-\-d , r=dq"+i , 
et en multipliant de part et d’autre par <z, 

ac = abq-i-ar, ab=arq-\-ad , ar=adq' + a; 
d’où on conclura encore , comme ci-dessus, que a est 
divisible par c. 

(98) Pubque £ étant premier avec c, la divisi- 
bilité de ab par c, dépend de celle de a par c, il 
s’ensuit que si a est <c, ou premier avec c, b étant 
tf ailleurs premier avec c , le produit ab ne pourra 
être divisé par c. 
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( 99 ) La fraction ^ dans laquelle A et B sont des 

nombres premiers entre eux , ne peut être égale à 

une fraction ^ a etb étant des nombres entiers res- 
b 

H 

pectivement moindres que A et B. 

Supposons , en effet, qu’on poisse avoir 
on tire de-là, 

b.A 



Or, a étant un nombre entier, B devrait diviser 
le produit h.A ; mais B est premier avec A , et 
d'ailleurs plus grand que b ; donc ( 9S ) , l’égalité 

précédente est impossible , et l’hypothèse ^ ^ 

A 

est inadmissible. La fraction — est donc irréducti- 



ble , puisqu’elle n’est pas convertible en une fraction 
exprimée par de plus simples termes. 

100. Deux fractions irréductibles égales , ont leurs 
termes correspondans égaux. 

A C 

Soit l’égalité ’g—'jj entre deux fractions irré- 
ductibles : on ne peut avoir (99) 

A <€., B<D, ni C<A, D <B ; 
donc nécessairement A = C et B = D. 



— ^ 

10 1. Lorsqdune fraction réductible •g' est égale 

A 

à une fraction irréductible — , les deux termes de la 

B 

première , sont les mêmes multiples des deux termes 
de la seconde. 

On ne peut avoir (99) a< A ,b<B, et, d’après 
l’énoncé, on ne peut supposer a=A, b=B, puis- 



Digitized by Google 




70 CHAPITRE VIII. 

que ce serait dire que les nombres n et A sont 

premiers entre eux; donc nécessairement et 

b>B : mais d'ailleurs a = </«', b=db', d étant le 

plus grand commun diviseur entre a et b ; d’où 

il résulte que d et b sont premiers entre eux ; 

partant 

a fl' A 

T ~ b~~ ~B 

Or ( foo) 

à=iA, b — B-, 

donc 

dd = dA — a, db = dB ■=. b 

loa. Si deux nombres A et B sont premiers chacun 

avec 0 , leur produit n'est pas divisible par 0. 

Soit , s’il est possible , 

A y. B A q 

-0— = ?’ dou-=^, 

q étant un nombre entier : or, A et B étant sépa- 

A 

rément premiers avec 0, la fraction y est irré 

' ductible , ou réduite à sa plus simple expression ; 

donc ( loo, loi ) les termes de la fraction se- 

' ^ ^ 

* ■*. raient respectivement égaux à ceux de la fraction y , 

ou ils en seraient les mêmes multiples : or, ces deux 
conséquences sont inadmissibles, lorsque ^ est pre- 
mier avec 0 , puisqu’alors on ne peut avoir B = 6 ou 
= /n 0 , /n étant un nombre euuer. Donc on ne peut 
supposer la divisibilité Ae Ay B par 0 , conséquence 
déjà déduite (98). 

Nous étendrons cette conclusion à trois nombres 
A, B , C séparément premiers avec 6. Soit, s’il est 
possible, 

A y B y C 

ô 
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q étant un nombre entier : on déduit de là 

é. — _Z_ . 

6 ifxC- 

or, la fraction ayant lieu entre des nombres pre- 



miers, on devrait avoir ( loi ), 



q = m A , B "K , 

m étant un nombre entier : or de x C=m6, on 
B y. C 

déduirait — r — =my égalité impossible d’après le 



théorème précédent. 

Même raisonnement à l’égard d’un nombre quel- 
conque de facteurs A.,B,C^D, etc., séparément 
premiers avec 0. 

io 3 . Supposons actuellement les facteurs..^, B, C, 
D, etc., en nombre ;n , et chacun d’eux égal à a : faisons 
de plus 6 = A ; il résulte de ce qui précède que si 

{I 

a et ^ sont premiers entre eux, la fraction -^ne 
pourra se réduire à un nombre entier : je dis qu’il 
en sera de roénie des fractions 7 — et 7 — : car si Ton 



pouvait avoir, par exemple, 
a” 



Iftn 






on en conclurait, en multipliant de part et d’autre 
par — , 




a" serait donc exactement divisible par h ^ puisque 
qbm—i est un nombre entier ; même conclusion à 



l’égard de - 

lo/j. Tout nombre qui ne divise ni l'un ni f autre des 
facteurs A-et B , ne peut diviser leur produit A y B. 
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Cette proposition qui rentre dans la précédente , 
est extraite de la théorie des nombres par Le Gendre. 

Soit, s’il est possible, 6 un nombre premier qui 
ne divise ni ni B, mais qui divise le produit 
A Y. B: on pourra toujours supposer qu’en divisant 
A par 6 , on ait le quotient q qui sera zéro , si A 
est plus petit que 6, et le reste A : ainsi 
A — qh-\-A 

et pareillement 

5 = r 0 + ir 

donc 

AB—qrti'-\-{rA ■\-qB)^-^A'B ; 
ce produit AB doit, d’après l’hypothèse, être di- 
visible par 6 , et comme la partie yrO’-f- {jrA-^qB')^ 
se divise d’elle - même par 6 , il faudra que le pro- 
duit A B soit séparément divisible par 9. Dans ce 
premier résultat, nous remarquerons i® que A eX. 
B ne peuvent être zéro , parce que A et B sont 
supposés non-divisibles par 0; a“ que A et B étant 
dÉflS». restes de division, sont moindres que le divi- 
seur 6 ; 3® qu’aucun des deux nombres A et B ne 
peut être l’unité ; car si l’on avait A — t , le pro- 
duit AB' deviendrait B : or, B étant < 9 , il est 
impossible que B soit divisible par 9. Nous avons 
donc deux nombres entiers A et B , tous deux 
plus grands que l’unité, et tous deux moindres que 
0 , dont le produit est divisible par 9 , de sorte que 
AB = ^C. 

Voyons les conséquences qui en résultent. Puis- 
que A est moindre que 9 , on peut diviser 9 par A\ 
soient q le quotient et A' le reste : Ton aura 
(^=zq'A-^A', donc ^B=<^ A B + AB-. 
le premier membre étant divisible par 9 , le second 
doit l’être; mais la partie 7 ' .fl' est divisible d’elle- 
roême par 9 puisque A B —^C ; donc l’autre partie 



Digitized by Google 




ÊlJiMENS D’ALGÈBRE. '* 7 $ 

'A!' B doit être divisible par 8 : le nombre A" qui 
est un reste de division, est moindre que le divi- 
seur A , et d’ailleurs il ne peut être zéro ; car, dans 
cette hypothèse , 8 serait divisible par A et ne 
serait plus un nombre premier, comme on l’a sup- 
posé. Donc du produit A B supposé divisible par 8 , 
on tire un autre produit A' B encore divisible par 
8 , lequel est plus petit que A B , sans cependant 
cire zéro. En suivant le même raisonnement , on 
déduira de A' B un autre produit A" B ou A' B' 
encore plus petit , et qui serait toujours divisible 
par 8 sans être zéro. En continuant la suite de ces 
produits décroissans, on parviendrait nécessairement 
à un nombre moindre que 8 ;or,il est impossible qu’un 
tel nombre qui n’est p.is zéro, soit divisible par 8 . 
Donc l’hypothèse d’où l’on est parti, est inadmis- 
sible. 

I o5. Une fraction ordinaire n'est convertible en une 
fraction décimale terminée , qu autant que son déno- 
minateur est une puissance de ^ ou de S , ou le pro- 
duit d une puissance de a par une puissance de 5. 

Cette proposition déjà démontrée (Arith.), peut 
l’être autrement en partant des théorèmes précédera- 

ment établis. En effet, représentons par ^ une frac- 
tion réduite à sa plus simple expression, et suppo- 
sons a<b, pour prendre le cas d’une fraction vraie ; 
on aurait, d’après l’énoncé, 

a _ n 

b [toy>’ 

n étant la fraction décimale, abstraction faite de la 
virgule, et p le nombre total des chiffres décimaux, 
y compris les zéros qui peuvent se trouver entre la 




4 



' 74 - CHAPITRE VIII. 

virguleet le premier chiffre sigai^catif : on déduit delà 
„ _a(io)/>. 

or, n étant un nombre entier, et l> ne divisant pas a, 
il faut (97) que 4 divise (loy; mais (io)r ne peut 
avoir pour diviseur que a ou 5 , ou un produit de 
ces puissances : donc A doit être un de res diviseurs. 
Dans le cas contraire , on sait (Arith. ) que la frac- 
tion décimale est périodique. 

10b. 11 est souvent nécessaire de comprendre tous 
. les nombres entiers dans un nombre déGni de for- 
mules. Je dis, i>ar exemple, que tous les nombres 
sont représentés par les quatres formules 

4 «+ * » + 4 « + 3 ’: 

en effet, si on divise un nombre quelconque par 4i 
et qu'on désigne le quotient par n , cetfe division ne 
pourra donner que l’un de ces quatres restes o, 
1 , a , ou 3 , en observant que tout reste doit être 
moindre que le diviseur : donc comme un dividende 
est toujours égal au produit du diviseur par le 
quotient, plus le reste, on aura 

JN=l{n, 00=4^*+ ' ■> ou=:;4'»'I"!ï» ou = 4 '»+ 3 . 
On prouvera de même que ces cinq formules 

5 /2, 5/2 -f- 1, 5 /i+a, 5 /I + 3 , 5/1 + 4 - 

donnent tous les nombres qu’on en déduit effective- 
ment sous les hypothèses /iz=o,=:i ,=a ,=3 etc. 

107. Soient N un nombre et «,^,7,^ etc., ses 
facteurs nombres premiers : je dis que le nombre ^ 
pourra toujours être représenté par etc. En 

effet, la méthode à suivre pour décomposer le nom- 
bre N en ses facteurs nombre premiers, consiste 
(Arith.) à essayer la division de JS successivement 
par les nombres premiers a , 3 , 5 , 7 , 1 1 etc : lors- 
que la division réussit par le nombre premier a que 
je suppose être le plus petit des diviseurs de cette 
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espèce, on la répète autant de fois qu’il est possible, 
c'est-à'dire qu’après avoir divisé le nombre N par a , 
on divise le quotient Q par a, le quotient Q par a 
et ainsi de suite. Supposant m de ces divisions, 
on aura 

I^=OL”. P, 

P étant le quotient qui n’est plus divisible par a, ni 
par un nombre premier < a , puisqu’alors a ne serait 
plus , comme on l’a supposé, le plus petit nombre 
premier diviseur de N. Or p ne divisant pas a , ne di- 
visera pas a™ (io 3 ) ; donc il doit diviser P, et si /* 
est divisible n fois par p , on aura 

Q : 

on trouvera successivement 

; P = S^.S : « 

donc en substituant dans la première égalité pour P 
.sa valeur tirée de la seconde , dans l’égalité résul- 
tante pour Q sa valeur tirée de la troisième et ainsi 
de suite , on aura 

iV=: a.'” P" 7? ^ 7 etc. 

En observant que le dernier des quotiens P, Q, P etc., 
sera nécessairement un nombre premier. 

Si après avoir essayé la division d’un nombre JV 
par les nombres premiers successifs a , 3 , 5 , 7 etc , 
jusqu’à la racine carrée de 2V ^A^ith.), on n’en trouve 
aucun qui divise N, je dis que N sera un nombre 
premier : ainsi en désignant par P la racine carrée 
de N, il s’agit de prouver qu’il n’existera aucun diviseur 
de iV au-dessus de P, s’il n’en existe aucun au-dessous 
de P. Soit, s’il est possible, un tel diviseur de N, 
que nous désignerons par 6 : on aura donc 
iV P'/.P 

q étant un nombre entier ; mais à cause de 0 > /? 
nécessairement q sera < ü , et comme q est aussi 
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diviseur de IV, puisque de l’égalité supposée, on 
N 

déduirait aussi — =6, on serait ramené à conclure 

q 

que N admet un diviseur exact plus petit que 
ce qui est contre l’hypothèse. On observera que si 
q est un nombre composé, il y aura à fortiori, un 
nombre premier diviseur de N , plus petit que R. 
Cherchons les diviseurs composés, en supposant 
: d’après ce qui précède, on fera les di- 
visions 

a 

a Pifÿ a 

pyÿ P 

7 ^ 7 

S S 

«P7^, 07 ^» 7^> ^ étant les quotiens successifs corres- 
pondans aux diviseurs a, a, 7, puis on formera, 
comme nous l’avons dit (Ârilb.), ces lignes de pro- 
duits 

I".. . 



a®.. 


. .a, 


a’ 






' 




3®.. 


..P, 


«P 


, «’P 








4».. 


• -7. 


“7i 


P7, 


a’7, 


ap7, aPy, 


«’P7 


5°.. 




aS, 


Pà', 


7^ 


a’ÿ, apÿ, 


a’p5 




P7^ 


, * 


’7^ 


“P7^ 


, a>p7Î. 





dont chacune renferme les produits de tous les di- 
viseurs déjà formés et qui se trouvent au dessus, 
par le diviseur nombre premier qui est en tête de 
la ligne qu’on calcule. Il est visible que chacun de 
ces produits, est diviseur du nombre N, puisqu’il • 
n’est aucun d’eux qui ne soit formé avec les fac- 
teurs de N : d’ailleurs a. ne pouvant être facteur plus 
de deux fois, et p, 7, ÿ ne pouvant l’être chacun plus 
d’une fois dans tout diviseur de N, il s’ensuit que N 
ne peut avoir d’autres diviseurs que les précédeni. 
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V Dans l’un des chapitres suivans, nous donnerons 
une formule qui compte le nombre des diviseurs com- 
posés d’un nombre donné dont on connaît le nombre 
des diviseurs premiers. 

108. Un nombre étant donné dans un système dA- 
rithmétique , on propose de l écrire dans un autre 
système donné d Arithmétique. 

Nous avons vu (Arith.) qu’un système d’ Arithmé- 
tique, est défini par la loi de progression des uni- 
tés des différens ordres , loi qui est déterminée par 
le nombre des signes conventionnels : ainsi de l’em- 
ploi de douze signes, y compris le zéro, résulte la 
progression duodécupie, dans le sens de droite à 
gauche, c’est-à-dire, l’Arithmétique duodécimale. 

Lorsqu’on divise par la un nombre écrit dansMe 
système décimal, par exemple, le reste de cette di- 
vision, moindre que 12, compte les unités du pre- 
mier ordre du même nombre traduit dans le sys- 
tème duodécimal, et le quotient compte le nombre 
des unités de douzaines qu’on peut faire avec le 
nombre proposé : en divisant ce quotient par la, 
le reste compte les unités du second ordre, et le 
quotient les unités du troisième ordre du nombre 
écrit dans le système duodécupie, et ainsi de suite. 
Ainsi pour traduire dans le système duodécimal le 
nombre 1469 énoncé dans le système décimal , on 
divisera 1469 par la, et on aura laa au quotient 
avec le reste 5 : donc laa comptera les unités du se- 
cond ordre ou les unités de douzaines, et 5 compte 
les unités du premier ordre; puis on divisera laa 
par la, ce qui donnera le quotient 10 qui comptera 
les unités du troisième ordre ou de i44> ^vec le 
reste a qui dira deux douzaines ; représentant 10 
par on aura (S a 5 ) pour traduction du nom- 
bre 1469 dans le système duodécupie. traduc- 
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tion de i'jZSt dans le rnênae système, sera (5o5w), 

où <>> représente dix imités. 

Nous allons résoudre généralement la question 
énoncée. Désignons par a le module (*) du nouveau 
système dont les chiffres inconnus sont 5, C, Z), etc. , 
et supposons que le nombre cherché ne doive avoir 
que cinq chiffres, de sorte qu’on ait (63) 

~\r E , 

'N étant le nombre qu’il s’agit de traduire : on pour- 
ra écrire 

N={Ac^-\-Ba^-\-Ca-\-D'yi-\-E : 
cette décomposition du nombre N fait voir qu’en 
divisant N par a, on a pour quotient 
Aà^-^Bà^-\-Ca-\-D^ 

et pour reste le chiffre E des unités du premier or- 
dre : le quotient précédent n’est autre chose que 
(Ao^-\-B<i-\-Cyi-\rD f 

si donc on le divise par a, on obtiendra le quo- 
tient 

Ao^~\-Bu-\-C , 

et le reste D qui compte les unités du second or- 
dre : ce dernier quotient revient à 
[Aa-{-B)a+C\ 

divisant donc par a, ou aura pour reste le chiffre 
C des unités du troisième ordre, et pour quotient 
Aa-\-B , 

lequel divisé par a, donne pour quotient A qui 
compte les unités du cinquième ordre et pour reste 
B qui compte les unités du quatrième. 

Soit, pour exemple le nombre 4497 qu’on pro- 
pose de traduire du système décuple dans le systé* 
me .septénaire ou dont la base est 7 : on fera con- 

(*) On entend par module d’un système d’Arithntétique, le nom- 
bre par lequel il faut multiplier l'unité d’un ordre pour avoir celle 
de l'ordre immédiatement supérieur; ce module est 10 dans le 
système décimal, 11 dans le système duodécimal, 7 dans le sys- 
tème septénaire : en d’antres termes, le module est le facteur cons- 
tant dans la progression des unités des différens ordres. 
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formément à ce qui vient d’être dit , la .suite de 
divisions 

4497 l_7 

reste = 3 | 64» | 7 

reste = 5 | 91 | 7 

reste = o | i3 | 7 
reste = 6 | i | 7 
reste = i | o 

Ainsi le nombre décimal 4497 ^'’^^^uit dans le système 
septénaire est 

4497=1 X 7^4-G X 7’-t-o X 7’-h5 X 7'+3 x 7°= 

i6o53 (i) 

Réciproquement, pour repasser du nombre i6o53 
à sa traduction dans le système décuple, on obser- 
vera que le nombre proposé étant écrit dans le sys- 
tème .septénaire, il faut traduire le module a==io 
dans le même système, c’est-à-dire, écrire i3 pour 
diviseur , de sorte qu’on aura cette suite de divisions 
i6o53 I i3 
reste =7 | laii | i3 

reste = 9 ] 6a | i3 

reste = 4 | 4 | >3 

reste = 4 l~ô : 

a * 

on lira chaque dividende et le diviseur correspon- 
dant dans le système septénaire ; ainsi dans la pre- 
mière division , on dira : en i6 qu’on énoncera treize, 
le diviseur i3 qu’on énoncera 10, est i fois avec un 
reste 3 à la gauche duquel il faut descendre o ,ce qui 
donnera 3o ou vingt-un, qui contient a fois 10 avec 
le reste i qui suivi du 5, donne 1 5, c’est-à-dire, douze 
qui contient 1 fois 10 avec un reste a, à la droite 
duquel on doit écrire 3 , en sorte qu’on aura a3, ou 
dix-sept à diviser par 10 : le quotient est i et le 
reste 7. Ainsi en faisant les autres divisions à l'instar de 
celle-ci, on trouvera 4497 pour traduction du nom- 
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bre proposé dans le système décimal. Autrement, 

dans la traduction (i), on calculera 

1x7* > 6 X 7’ = îoS8, o x 7*=o; 5 x 7 = 35;3 x 7*r=3 

et faisant la somme des seconds membres , on trou* 
Tera 4497* 

109. Four établir d’une manière générale et facile , 
les caractères de divisibilité dont il a été question 
(Arith.) , on part de cette propriété : la difjérence 
am—b^ est exacterhent divisible par Or-b , m étant un 
nombre entier absolu. A cet efiet , de la divisibilité de 
a'— b' par a— 4, prouvée par le fait, on déduit 
û’ — b' 

ÿ étant un quotient entier : multipliant les deux côtés 
par a — 4, ajoutant b' et multipliant de nouveau 
par a, on trouve 

a^=ab'-\-a'q — abq=ab' -Y-aqla — b) 
d’où on déduit, en retranchant b' de part et d’autre, 

0 } — aq[a — b) — b^ zzzb*{a — b) ~hOf{a — b):^(b‘ (a— 5) 

or, de la divisibilité du second membre par a — 4, on 
conclut celle du premierj^membre, oude a ' — 4’ par 
a — h : on peut donc poser 




multipliant de part et l’autre part par a — 4, ajoutant 
4’ , puis multipliant des deux côtés par n, et retran- 
chant 4* des deux membres, on obtient 

a* — S*=:<ii* + ay'(o — S) (a — *)•♦- of' (« — i) = (4*+of') (a—*); 

ainsi le second membre étant divisible par a — 4 . le 
premier l’est pareillement On pourrait supposer gé- 
néralement 

a”—' — b”—' ^ 

a-t, -=g’ 

en multipliant de part et d’autre par a — b , et ajou- 
tant 4"— on aura 

am~i—Q [a — 4) + 4"»— » ; 
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multipliant par a, puis retranchant Z>">, on trouvera 
a" — ^—aQ{a — A) 
c’est-à-dire 

c” — — 5)+aQ{a — B) ={b”~^ ^Q)ip — ^)- 
D'où l’on conclut que si a"*— ‘ — Bm—t ggj exactement 
divisible par a — b , il en sera de même de a" — A" : 
ainsi de la divisibilité de a* — h' par a — A, on ti- 
rera celle de a’ — par a — b et ainsi de suite. Dans 
l’un des chapitres suivans , nous conclurons cette 
proposition d’une formule générale. 

Recherchons maintenant sous quelle condition un 
nombre est divisible par g , et considérons un nombre 
de cinq chiffres, représenté par 

iV=^(io)* -H.fi(io)’ -t- C(io)’-|- Z?(io)-+-Æ' ; 
il est visible que le second membre de cette for- 
mule, revient à 

N=J{\o* — i)-t-5(io’ — 1 )-|- C(io’ — i)-+-jD(io — i) 
'-4- + B-\rC-\rD-\-E; 

puisqu’on n’a fait que soustraire et ajouter la somme . 
des chiffres B, C, D\ or pour que le nombre iV 
soit divisible par g ou par lo — i , il suffit que la 
somme ji+B+C-\-D-^E soit divisible par g, puis- 
que, d’après la proposition précédente, les facteurs 
lo^ — I, lo’ — I, lo’ — I, lo — I sont exactement di- 
visibles par lo — I. Ainsi un nombre est divisible par g, 
lorsque la somme de ses chiffres ajoutés comme s'ils ne 
comptaient que les unités du premier ordre , est g ou 
un multiple de g. De plus , si le nombre proposé n'est 
pas divisible par g, le reste de sa division par g, 
sera le même que celui qu'on obtiendrait en divisant 
par g la somme de ses chiffres ajoutés comme ne 
comptant que les unités du premier ordre. 

S’il s’agissait du diviseur 8, on écrirait la formule 
du nombre N ainsi qu’il suit : 

6 
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N — j4(io* — a*) - 4 - Æ{io’ — a^)+C(io* — 2 ’) + 
D( 10 — a) + + a’^H- a’ C+ aD + £ ; 

or, tous les termes de ce développement, à l’excep- 
tiou de a’ C+'xD-yE , étant d’eux-mémes divisibles 
par 8 ou par 10 — a , il faut, pour que la condition 
de divisibilité, par 8 , soit remplie , que 4 nD-\- E 

soit divisible par 8 , c’est à-dire que 4 fois le chiffre 
des centaines, plus a fois celui des dixaines, plus 
le chiffre des unités, fassent un nombre divisible 
par 8 : c’est ce' qui arrive à l’égard du nombre a36i456, 
qui donne 4 ^ 4 + 2 x 5-t-6=3a divisible par 8 . 
Autrement, comme tout nombre de mille est divi- 
sible par 8 , il suffit que le nombre 4^6 soit pareil- 
lement divisible par 8 , ce qui arrive en effet. 

Passons au caractère de divisibilité par 7 d’un nom- 
bre de neuf chiffres, par exemple : on a 

o’— I O’— 3’)+ C(io®— 3‘)-+-Z)f ro'— 3') 
- 4 - .feX I O*— y) + F{ I o’— 3’) + G (i O’— 3-) -t- .H ( I O— 3 j 

4 - 3 ’ x ^- 4 - 3 ’x zi - 4 - 3 ®x c+y>^n+z*-KE+yy F 

+3' X G+y X ^-1-3° X K-, 

d’où on conclut que la condition de divisibilité par 
7 , tient uniquement à celle de la divisibilité de la 
dernière ligne par 7 ; or, les restes des divisions de 
3°, 3', 3’, 3’, 3S 3% 3", 3% 3', par 7 , étant i , 3, a, 6 , 

4 , 5, 1 , 3 périodiquement , il suit que si on a le 

nombre i35a764i à diviser par 7 , les restes des 

divisions des unités , dixaines, centaines par 7 , 

seront txi, 3x4, 2 x 5 , 6 x 7 , 4 x 2 , 5x5, ix3, 
3 x 1 , qu’on obtiendra plus facilement en multipliant 
l’un par l’autre les chiffres correspondans des deux 
nombres 

i35a754 1 
3i546a3i; 

après avoir trouvé 104 pour somme des produits, 
laquelle est uuesomme de restes, oh répétera l’opéra- 
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tion sur cette somme , et on obtiendra le reste final 
de la division du nombre proposé ])ar 7. 

Nous terminerons par le caractère de divisibilité 
par 1 1 : soit, par exemple « le nombre 64573 : on a 
64673=6 X 10^+4 io ’-+-5 X io’+7 X io-t- 3 . 

=6{i I — i)^-i-4(i I — i)* 4 - 5 (i I — i)’+7(i I — î)+ 3 , 
or, si l’on effectue les puissances indiquées dans 
cettedécomposition,en passantdelapuissance(i i — 1)‘ 
à. la puissance (ii — 1)’, de celle-ci à la puissance 
(il — i)^, ce qui n’exige que des multiplications par 
Il — 1 , on trouvera que tous les termes de ces 
puissances respectivement multipliées par les coéffi- 
ciens 7, 5 , sont divisibles par ii , à l’excep- 

tion cependant des termes -t- 6 , — 4 i-+" 6 , — 7, -+- 3 , 
dont la somme est le reste des divisions par 1 1 ; donc 
si la division par 1 1 donne un reste , il sera le même 
que celui de la somme 6 — 4 + 5 — 7-4-3 par n : or 
3 -4- 5 -4- 6 =: i 4 
— 7— 4 =— 
diff. . . = 3 ; 

on conclut de là que la division 'du nombre proposé 
par II donne le reste 3 . Soit i 4 oai : la somme des 
chiffres de rang impair étant a , et celle des chiffres 
de rang pair étant 6, on aura à retrancher 6 de a, 
ce qui donne le reste — 4» 1® même que celui qu’on 
obtiendrait effectivement en divisant i4oai par 11, 
et prenant un quotient en-dessus ou plus grand d’une 
unité que celui qui résulterait de la division 
ordinaire : en prenant le quotient en-dessous , sui- 
vant le procédé arithmétique, on trouve le reste 7, 
complément à 1 1 du reste précédent , pris abstrac- 
tion faite du signe. 

Ainsi la division par ii je fera exactement y si la 
somme des chiffres de rang impair, diminuée de celle 

6. 
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des chijfres de rang pair, donne un reste divisible 
par II', le reste de cette division sera le même que celui 
de la division du nombre proposé par 1 1 . 

Voyez la note sur le numéro aya, dans le vingt- 
deuxième chapitre. 



CHAPITRE IX. 

• DES RADICAUX. 

1 lo. La puissance de l'ordre m d’une quantité , 
m étant un nombre entier absolu , est (3a) le 
produit de cette quantité multipliée m — i fois de 
suite par elle-même , ou le produit de cette quantité 
facteur m fois. On a donc 

(ap) ”'-=aP xaf-xaP, etc. = ai>+ P + P x , etc.=a/’"‘ (j) 

On aura de même 

(opbic’')"' = (aPbic') (^opbfc') etc. 

=ap.ap.... Aî.Aî.... c’■.c^etc.=(a^)™ (iî)"* (cr)'" 

=z aP’^bymcpm ^2) 

en observant que, dans chacun des produits op.op... 
b9.bi etc. , il entre m facteurs égaux. 

D’après ce qui a été démontré (Chap. V), on a 
fay” a"», ^apb^iy» 

VA/ A»»’ \c"d'' J ' 

L’ égalité (i) montre qu^, pour élever une exponen- 
tielle à une puissance , il faut multiplier son exposant 
par t indice de la puissance. 

Des égalités (a) et (3) on conclut 1 » que la puis- 
sance d" un produit , est le produit de cette même 
puissance de chacun des facteurs; a“ que pour faire 
une puissance dune fraction , il faut faire cette puis- 
sance du numérateur et du dénominateur, 

(ni). Toute puissance de degré pair dune quan- 
tité positive ou négative , est nécessairement positive. 
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En effet, a m étant la formule des nombres pairs 
(Arith.), et±a désignant une quantité prise soit en 
plus , soit en moins , ôn a 

en observant que a/"" est également (iio) la puis- 
sance 771 de af ou la puissance p de a'»; ce qut'a 
lieu ici pour p=-i. 

1 1 2. Toute puissance de degré impair dune quan- 
tité, est de même signe que cette quantité. 

La formule générale des nombres impairs , étant 
2771 - 1 - 1 , ( Arith. ) , on a 

(±a)»'"+‘ = (±a)“"*x(± a)=-t- a»"* x ± a= ± a iw -*•« 
où du premier au dernier, les signes supérieurs et 
inférieurs se correspondent. 

11 3 . La quantité élevée à une puissance, se nom- 
me racine de cette puissance ( Arith. ). Ainsi la ra- 
cine du degré m, ou la racine tti^ d’une puissance, 
est la quantité qu’il a fallu prendre 777 fois en fac- 
teur, ou multiplier m — i fois par elle-même pour 
avoir la puissance en question. 

Il 4 - De cette définition d’une racine et de ce qui 
a été dit (iiol, on conclut 1® que la racine tti""' 
d une quantité telle que aP”, s'obtient en divisant l’ex- 
posant pm de cette quantité par T indice m de la 
racine', 2® que la racine d un produit, est le produit 
de cette même racine de chacun des facteurs ; 3 ® que 
la racine d une fraction , s’obtient en prenant cette 
même racine de chacun des deux termes. 

Il 5 . Supposons maintenant qu’on ait à extraire 
la racine m‘'^ de aP , l’exposant p de la puissance , 
n’étant plus exactement divisible par l’indice m de 
la racine à extraire : puisque ( m 4 )> la racine 

pm 

de ûT”" , est a"* — aP , il paraît naturel d’indiquer 
par uue fraction la division de l’exposant de la 
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puissance par l’indice de la racine, lorsqu’elle ne 
peut se faire exactement : en sorte que p n’étant pas 
divisible par /n, la racine de af sera indiquée 

-, 

par a". Ainsi l’exposant fractionnaire est donné par 
la racine d’une puissance imparfaite, racine qu’on 
ne peut obtenir exactement, comme nous le démon- 
trerons dans le numéro suivant 

1 16 . Pour indiquer une racine à extraire, on est 
convenu d’employer ce signe qui n’est autre 
chose que la lettre initiale du mot racine, défor- 
mée : on le place en avant de la puissance, et on 
écrit dans l’ouverture , l’indice m de la racine à 

m 

extraire : ainsi \^op désigne la racine m*" de ap : 
on a donc cette double notation de la racine m*"' , 

m P 

• v^aP=a”- 

Lorsqu’il ne s’agit que d’une racine carrée, on écrit 
simplement V'op sans l’indice a. Ainsi cette indica- 

m 

tion V/r suppose que or soit la puissance d’un 

m 

certain nombre \/aP , qu’on peut toujours assigner 
exactement ou d’une manière approchée ; je dis 
maintenant que si aP n’est pas une puissance exacte 

m 

de l’ordre m, \^aP ne sera ni un nombre entier, ni un 
nombre fractionnaire, et comme cette racine existe , 
elle ne pourra être qu’une fraction décimale infinie 
et non périodique : ces sortes de nombres sont dits 
irrationnels ou incommensurables, parce qu’ils n’ont 
pas de commune mesure avec l’unité, ainsi qu’il 
arrive aux nombres entiers et même fractionnaires 
qui, par cette raison, sont dits nombres commen- 
surables ou rationnels. Considérons d’abord l/a : 
cette racine étant > i «t < a , ne peut être un 
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nombre entier, et si l’on supposait 1/2 = ^^ la frac- 

O 

tion ^pouvant toujours être rendue irréductible, on 
aurait (no), en élevant de part et d’autre au carré, 
2= J, : or, le premier membre étant un nombre 



entier, il faudrait que 6 ' divisât a\ condition im- 
possible (io 3 ), puisque a et è sont premiers entre 
eux. On prouverait de la même manière que n 
n’étant pas une puissance exacte de l’ordre m , on 

m ^ 

ne peut avoir l//i= ^ ; parce qu’en élevant des deux 



côtés à la puissance m , et observant que celle du 
premier membre est le nombre n, on aurait l’éga- 
lité impossible n = 

117. D'après ce qui a été démontré et les nota- 
tions convenues ( 1 1 5 et 1 1 6 j , on a 

m « m m Ç. 2 L 

Vû/’.Aî.c'’ = i/<W’X i/c^=a'" xA"*xc"’ 



m 




m 

\/aP.bi 



'^crd‘ 



m m 

t/ar X 



m m 

\/c'% \/d‘ 



t .? 
a”* X A™ 

C- * * 
C^Xé?” 



De la première décomposition, on déduit 
3 ^ 3 3 

V 378000 = V?(3\5\2(^=2.3.5 V i(\z=zZoV 
ce qui fait voir que l’opération arithmétique pour 
extraire la racine cubique de 378000, se réduit à 
celle de la même racine de i4, et que préliminai- 
rement on a décomposé le nombre proposé en ses 
facteurs nonibres premiers ( 106). On aura pareil- 
lement 

3 ^ 

V 378 oooa‘°ô'V^ = >Jil\ac. 
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IJ 8. Deux ou plusieurs radicaux de mérae indice 
sont dits de même dénomination, et ils sont réputés 
tle dénominations différentes quand ils portent des 
iudices différens. Dans ce dernier cas, on peut quel- 
quefois les rappeler à une même dénomination : 
c’est ce qui a lieu à. l’égard des deux radicaux sui- 

vans : Vo’A’ » Vo*A‘* = =a' B'= >Ja^b'. 



. iig. Les radicaux sont de nouvelles quantités sur 
lesquelles nous aurons à elTecluer toutes les opéra- 
tions précédemment faites sur les quantités ration- 
nelles ou non radicales. Nous commencerons par 
l’addition et la soustraction , opérations qui , 
généralement parlant , ne peuvent qu’être indi- 
quées , ainsi qu’il arrive , par exemple , si l’on a à 

faire la somme de v^a, a \/b, 5 v^c, laquelle est 

t/a-4-a \/b -t-5 v^c. 



Mais, 

Vô^-l-a Vâ^=3 V«’^ = 3û 
Par la même raison , 



^v'ab — \^ab = ^V'ab. 

Dans ces deux derniers exemples , on a pu prati- 
quer les réductions , parce que les radicaux ont 
même indice, et qu’ils couvrent les mêmes quan- 
tités , auquel cas ils sont dits semblables : souvent 
cette similitude ne se découvre que lorsqu’on a 
simplifié les radicaux, et elle est indépendante des 
coêfBciens et des signes , comme nous l’avons ob- 
servé (46) à l’égard des quantités rationnelles. C'est 
ainsi que , dans cette somme , 

34 V»«'4‘-+-8a Vaa'4 ^ — -jab \/ia'b\ 

on a 

3 3 3 

34 y/ja^b' =:^b ^/a^art’4’ = 3ab ylia^b^ 



I 
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3 3 3 

8a Vâô^Â^=8a 8oA Vaa’4’ > 

en sorte que la somme ci • dessus se réduit à 

3 

t\ab Vao’A’. On a de même 

r J 4 — - — i Jl 

Va® -\-^(^b^-=hv'a-^abV'a^ — bV'a-\-ahyt^a‘> 

= bVa+abv'a =(^b-\-ab) Va. 
lao. De cette formule 



m m m tn 

yjaplflcr= Voty. Vbiy. Ver 
trouvée (117) on déduit ce^te règle : pour multi' 
plier entre eux un nombre quelconque de radicaux 
de même indice , il faut faire le produit des lettres 
qui sont sous les radicaux facteurs , et affecter ce 
produit du radical commun. 

lai. Passons à des radicaux d’indices différens, et 
supposons d’abord qu’on ait à effectuer le produit 

mm' 

Vat X Vbi qui revient à celui de a”y.b"' . On ferà 
rentrer ce cas dans le précédent , en réduisant au 



même dénominateur les exposans —et (Arith.), 
et ou aura 

mm' ^ 

Vof X Vin— a” X b”'=za”'^ X b">’^'— Vof"»' X Vi,9” 



On aura de même 



m m 



m P 9 ^ ^ çmm 

Vof X Vb^ X Vc' =am X A'"" X X bmm'm' 



/ ne*m" qmï^ 

XC'"'n^=y/ a b ( 



Nous ne relaterons pas la règle déduite de ces 
formules , parce que l’énoncé en serait fort compli- 
qué, et que d’ailleurs cette règle est donnée par celle 
qu’on suit pour réduire plusieurs fractions au même 
dénominateur. » 



% 
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laa. De cette formule « 

m m 

V^aP ^ /ap 
\/lyi 

conclue (117), on déduit celte règle: pour diviser 
deux radicaux de même dénomination , il faut faire le 
quotient des quantités qui sont sous les radicaux, et 
le couvrir du radical commun. 



ia 3 . Considérons maintenant une division en- 
tre deux radicaux de difTérens indices , telle que 

m 1rs ^ 

v'aP: Vl/t-=a'^ x h”'\ d’après la notation convenue 
(70), on aura 



P 

m 



pm 

mm* 



mm 

v'aP a a _ Vof"* . /gf”»' 



\Zbi b” 



qm 

’^mrn 



Vî?” 



On peut d’ailleurs supposer un nombre quelconque 
de radicaux facteurs tant au numérateur qu’au dé- 
nominateur de la fraction, dont on effectuera le pro- 
duit d’après la règle (121). Nous nous dispenserons 
ici, comme dans le cas précédent et d’après la même . 
raison, d’énoncer la règle. ' 

124 - Sous l’hypothèse b-=a, la formule 



m tn m 

\/aP X \^b 7 = \/âp. bq 



devient en passant de la notation radicale à la no- 
tai iou fractionnaire. 



q m p*q ^ + î 

a™ X a"*= \JaP *9 = a —a'" 

Donc la règle démontrée ( 35 ) à l’égard des exponen- 
tielles à exposans entiers et absolus, convient aux ex- 
ponentielles à exposans fractionnaires absolus. 
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* ti 5 . Sous la même hypothèse b=a, la formule 



m m 




vi/i 



devicut 



P m 

ar* ./ P—^ üszî . 

— ~ V a = a "• = a™ ’ 

gm 

autre extension aux exposans fractionnaires de la 
règle (60). 

I a6. Sous la supposition permise p=o, l’égalité 
précédente devient 

- 1 ? 7 

~=a ”* ou i.û'"=a ", 

a” 

transformation démontrée (6ô), seulement dans le 
cas de l'exposant entier absolu , et qui convient en- 
core à l’exposant fractionnaire. 

127. Soient maintenant tes deux égalités, 

Ç _ f 1 — L 

I : a’»=a " ; i : a"' = a “ ; 

en les multipliant membre à membre , et observant 
que les deux points indiquent un quotient, on aura 
ces produits égaux (la^) 

t 1 P^.1 

I : a™ X û'"=i : a"» "• 

c’est-à-dire, d’après la transformation (ia6), 

—.1 -1 ^ P-1 

a « X O "»=a 

on voit donc que les exponentielles à exposans soit 
entiers soit fractionnaires négatifs , suivent la même 
règle dans leur multiplication; conclusion qui aurait 
encore lieu dans le cas où les exposans fractionnaires 
seraient de différens signes. 



laS. La division de a "par a "revient à celle-ci 



Digitized by Google 







CHAPITIŒ IX. 



P 

an 



9 

an 



_9 

an 

P 

an 



— ^ * f T ^ 



où l’exposant — ^+^dans le quotient, est l’exposant 



du dividende moins celui du diviseur, ce qui rentre 
dans la règle de la division des exponentielles d’une 
même lettre. 

laq. Nous avons aussi annoncé (6o) l’extension 
aux exposans irrationnels des règles démontrées sur 
les exposans entiers. Ainsi les nombres m et n étant 
incommensurables, positifs ou négatifs, il s’agit de 
prouver qu’on a encore 

' m n m+n 

a xa =a 

Soient d’abord m et n deux nombres incommensu- 
rables absolus : nous démontrerons qu’on ne peut 
avoir 



a X a =a. 

quelque petit que soit le nombre r: soit, s’il est possible, 

m n m-»-n — r 

a xa =a ; 

on observera qu’un nombre incommensurable, c’est-à- 
dire, une fraction décimale inbnie et non périodi- 
que (ii6) peut se décomposer en deux parties dont 
l’une soit commcnsurable, et l’autre incommensura- 
ble, et de plus que la partie commcnsurable peut 
toujours être telle que la partie incommensurable 
soit moindre qu’un nombre donné, quelque petit 
qu’il soit. Ainsi, par exemple, on peut dans la fraction 
décimale, et infinie o,a3579864ao3 etc., détacher vers 
la gauche les portions commensurables o,a 3 ou o,a 35 , 
ou 0,2357, etc., et les surplus 0,005798 etc, 
0,0007086, etc, 0,00009864, etc., qui sont incom- 
mensurables, iront toujours eu diminuant et pourront 
conséquemment être moindres qu’un nombre quel- 
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conque , quelque petit qu’il soit. D’après ces considé- 
rations, on pourra poser 

mz=m-^ p,/i = /2'+p'; 

ni et ri étant commensurables, ^ et ^'incommensura- 
bles et tels qu’on ait p -h p' < r, de sorte qu’en dé- 
signant P + P' — r par — /qui .<era incommensurable, 
l’égalité supposée deviendra 

m n r' 

a xa = a (i); 

or, / pouvant se décomposer en une partie commen- 
surable /', et en une partie incommensurable /" aussi 
petite qu’on voudra , l’égalité ( i ) deviendra 

m » m'+n'— r"— 

a X a ■= a (a) : 

mais f il clair que a étant > i , si dans le second 
membre de (a) , on réduit l’exposant de a à /n' -\-ri — r" 
qui est rationnel et > rri-\-ri — / — /", on aura 

axa < a 

e’est-à-dire 



X a 



< 



a 



X a 

r" 



• • ( 3 ) 



enobservant que m',ra',/' sont des fractions ordinaires 
ou commensurables : or m' étant <m,ri < n, r" >o 
et a > I , nécessairement o»"' est < , a"' < a" 

a'"' > I : donc l’inégalité (3), ainsi que l’égalité hy- 
pothétique 



m „ m-+-«— r 

a X a = a 

d’où on l’a tirée, sont inadmissibles. Le nombre a 
tombant entre zéro et l’unité, auquel cas il est frac- 
tionnaire, la suppression de /" dans (a) donne (*) 



(*) Les puissances d’nne fraction vraie, sont plus petites que la 
fraction , et la puissance est d’autant pins petite que son exposant 
est plus ^and. 
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m H 

a X a > 



m'-Hii' — r" 

a 



c’est-k-dire , 



X a 



> 



X a 



( 4 ) 



or, ni étant <m,ri<nt\.a une fraction vraie, on a 
a"' > fl”* , a»' > a", a'" < i : donc l’inégalité (4) et 
l’hypothèse primitive sont inadmissibles. 

Il reste à prouver qu’on ne peut avoir 

m m+n+r 

a y. a = a ; 



on pourra supposer 

m — ni — p,n = /i' — P', 

ni etn' étantcomraensurables, P et p' incommensura- 
bles et tels qu’on ait/- — ^ — P'=r, nombre incom- 
mensurable qu’on décomposera en 4- r', t étant 
commensurable et incommensurable. On aurait, 
d’après l’hypothèse, 






a"' y a" = ci" • • \ 

or, a étant > i , il résulte de (5) que 






a" X a" X I > a"’ a™' X a' X a ; 

mais à cause de //i < ni, n<n on a a "* < û”* , a" < a" , 
I < a'" : donc l’inégalité (5) est fausse. Pour a frac- 
tionnaire, l’égalité (5) donnerait par la suppression 
de 



a" y a” y i < x a"' x a'" ... (6) 
inégalité fausse , à cause de a" > a"** , a* > a" , i > û'' • 
Pour étendre cette proposition au cas des expo- 
sans incommensurables négatifs, il suffira de démon- 
trer la transformation , 
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qui a servi plus haut en pareil cas. Il s’agit donc de 
prouver qu’on ne peut avoir 

X 

— m 

a = 

quelque petit que soit r. Or, pour a > i et pour r 
négatif, en posant toujours 

m=m +p,p — r= — r ^r=.r 
f étant commensurable, et /" incommensurable et 
aussi petit qu’on voudra, ou aurait 



c’est-à-dire 



a >«" 



a— "»X i>a— "•'XG'” ... (7) : 
mais à cause de a— " < a—™' (*) et de i < a’’\ l'inéga- 
lité (7) est fausse, et conséquemment l’hypothèse 
d’où l’on est parti, est inadmissible. 

Prenons le nombre a entre zéro et l’unité : on aurait 
alors 



a-”» X < û-"' X G'". . (8) ; 

mais G— ^ > G—"*', I > G'" J donc l’inégalité (8) et l’hypo- 
thèse sont fausses. 

Il est facile de prouver qu’on ne peut avoir 



d’abord on posera 

m=.m — P, — P -\-r=j‘=r" + r " , 
m et r" étant commensurables, et r" incommensura- 
ble ; en négligeant i'" et' supposant g > i , on par- 
viendra à l’inégalité fausse. 



(*) En observant qu’an nombre incommensurable négatif, est 
toujours compris entre deux nombres commensurables négatifs , 
on peut étendre la conclusion (78) au cas de deux incommensura- 
bles négatives. On peut encore dire que par cela seul qu’il faut 
d'autant plus ajouter à un nombre négatif qu’il est plus grand, 
abstraction faite du signe, pour avoir zéro, par exemple, on a 
— m I — m\ Au reste , cette proposition sera prouvée plus 
loin (189). 
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Pour a < I, et en conservant les décompositions précé- 
dentes , on parvient encore à l’inégalité fautive , 



a — "• a — 




i 3 o. La formation des puissances des quantités ra- 
dicales i revient à la multiplication d’un nombre de 
radicaux égaux entr’eux, marqué par le degré de 
la puissance, en sorte qu’il faut faire (117) la puis- 
sance demandée de la quantité qui est sous le ra- 
dical donné et l’affecter du radical commun. Si l’in- 
dice du radical est un multiple de l’indice de la 
puissance , l’opération se réduit à diviser le premier 
indice par le second. Nous donnerons deux exem- 
ples pour ces deux cas. 

[ m T# m...— r m* T-f ^ 

V'cfb't\ =. \lc/“bv-, a®.. [ V'(fbi\ = yjcf'bv 

p$ qs P 7 ^ 

_ 

Si l’exposant de la puissance est égal à l’indice du 
radical, la puissance est la quantité sous le signe 

m 

(1 16) : donc la puissance m de Vaf est aP, ce qui • 
résulte de la notion (116). 

i 3 i. Passons enfin à l’extraction des racines des 

m 

radicaux, et soit dont on demande la racine 

n m 

qu’on indique de cette manière : Wô? : or, 

P P mn 

Pareillement 

P P qnm 

q n m q — — / 

V/t/t/ûP= = = \/ cf: 

d’où il suit réciproquement, que la racine la™® du 
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3 « 1 

nombre a, revient à c’est-à-dire, qu’après 

avoir décomposé le nombre -la en ses (acteurs 
nombres premiers ( 107 ), on prendra la racine carrée 
du nombre a, du résultat la racine carrée, et de celui- 
ci la racine cubique. L’extraction d’une racine 36*“« 
exigera donc, au plus, celle d’une racine cubique, 
puisque le plu# grand facteur, nombre premier, 
de 36 est 3. 

f 

J 

m — 

i3a. Si dans \^a=a"‘ où nous supposerons a > i, 
on fait m=~, on aura 

i 

P 

7 

^a = a‘‘ ; (i) : 

soit maintenant q = o, et on sera conduit à 

£_ 

* O 

V'a = ao=-:t * 

Donc la racine infihilième d'un nombre plus grand 
que r unité, est F unité. 

Soit p = o dans (i), et onv.ura 

O 1 

t^o=o®=a °°=oo 

pour a > I 

Donc de F indice zéro à l'infini, la racine <f un nom- 
bre plus grand que l'unité, revient de F infini à l’unité. 
A l’hypothèse p = q dans ( 1 ), répond 

X 

Va = a 

Donc en passant de F indice i à F indice zéro , la ra- 
cine dun nombre plus grand que l'unité, saute du 
nombre à F infini. 

i33. De ce que la puissance paire d’une racine 
soit positive, soit négative, est toujours positive ( 1 1 1 ), 
il s’ensuit que la racine paire d'une quantité, peut 
être prise indifféremment avec le signe +• ou aveu 

7 
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le signe — , et qu'ainsi , à moins que le signe de cette 
racine ne soit révéle par la question, on doit gé- 
néralement affecter toute racine paire du double 

in , 

signe , en cette manière ± V/fl, an étant la formule 
lies nombres pairs. Par la nature de la question , 
l’un fie ces signes doit être rejeté, mais c’est aussi 
souvent le signe + que le signe — * et c’est précisé- 
ment de là que naît l’embarras : le moyen le plus 
simple et le plus général de l’écarter, est de lever 
l’amhiguilé par quelques suppositions particulières 
qui ne fassent pas évanouir les termes radicaux, et 
pour lesquelles on sache à l’avance quel résultat 
on doit obtenir (*). On ne peut donc assigner la 

3/1 

racine l/ — a; car — a est ici considéré comme une 
puissance paire (t3o), puisqu’on en demande une 
racine paire, et ces puissances ont toutes le signe 
-f- , en sorte qp’on ne peut dire que la racine de- 
.. mandée soit positive , négative ou nulle, commensu- 
rable ou incommensurable. On pourrait être tenté 
de croire que ces racines qu’on ne peut assigner , 
qui sont impossibles, et qu’on nomme imaginaires, 
doivent être rejetées, ou qu’elle ne peuvent êtrfe 
du domaine du calcul : on se tromperait cependant; 
car elles sont en algèbre un symbole précieux, et, 
en effet , souvent on ne peut reconnaître au simple 
énoncé si la question proposée est possible ou non ; 
or, quand la solution conduit à des imaginaires, on 
est averti par là que ce qu’on demande est impos- 
sible, puisque, pour obtenir la réponse à cette ques- 
tion, on est conduit à extraire la racine paire d'un 
nombre négatif. Ces imàginaires, dit La Grange, n'in- 

(*) Ce sereit de troiler le double simie , comme ou Ireile le* 
consuote» arbitraire» dan» le calcul intégral. 
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diquent pas une contradiction qui est toujours an- 
noncée par le sjnnbole d’indétermination — (61), 

mais une véritable impossibilité. En comparant V — a* 
avec on voit que la première racine est ima- 

ginaire, parce que — a' ne pouvant provenir que 
de la multiplication de — a par-+-a, ou de-l-a par 
— a, ne peut être un carré, tandis que -H a’ étant 
le produit de -H a par + a, ou de — a par — a, 
remplit la définition de carré. 

i3/|. De ce que toute puissance impaire d’une 
quantité conserve le signe de la racine (1 la), il s’en- 
suit que la racine impaire d'une quantité négative, est 
négative, en sorte que 

a/1 -f- Z a;» -f- r 

, 

On peut donc ici faire passer le signe — hors du radin 
cal et réciproquement 

i36. Les radicaux imaginaires suivent dans l’ad- • 
dition et la soustraction les règles qui conviennent 
aux radicaux réels. Ainsi, 

« 4 4 

V' — a -h a V' — a=r3 \/ — a : 

♦ 4 

64-t/ — a-t-6 — — a=ia: 

dans le dernier exemple la somme est réelle, quoi- 
que les nombres ajoutés soient imaginaires. 

i36. Un radical carré n’est imaginaire que par 

lin facteur V — i. Pour le prouver, soit l’égalité par- 
faite 

' (c — b) a = (c — b) a ; 

en extrayant la racine carrée de part et d’antre, on 
aura (il 7), 

V(c — b)â— y/c—b X Vc 

7- 
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or, ai l’on suppose h=c+ 1 , cette égalité deviendra 

V — a= V — J X Va : 

cette dernière tranformation fort usitée , fait voir 
que toute racine imaginaire est le produit d’un fac- 
teur réel par un facteur imaginaire. 

iSy. Il résulte de la décomposition précédente 
qu’il suffira d’établir la multiplication des radicaux 
imaginaires sur des facteurs tels que 1/ — i : or, 
multiplier V ' — i par V' — i, revient à prendre le 
carré de mais puisqu’on ne peut demander 

la racine carrée de — i , sans regarder — i, comme 
un carré, il s’ensuit que, 

t/— ”7 X l/— T = — I . 

Ainsi, quoique les facteurs soient imaginaires, le pro- 
duit est cependant réel , c'est-à dire , qu’il est un nom- 
bre de l’espèce de ceux que nous connaissons. 

■ i38. Cette formule 

v/— "a = V'a X v ' — I , 
en y changeant a en aA, devient, 

V^<ü>= V'ab'^ \/ — 1= W^X V'by. t/ — i 
= v/ — ax V'b 
— V'ay, 1 / — b : 

on en déduit aussi cette suite de transformations, 

l/II^x l/IIÂ=W^ax — I Y.V'by. V/ — 1= 

l/ax V/Ax î X \/aby. — 1= — V^âh'y 

donc le produit de deux radicaux imaginaires, est 
réel. Ordinairement, on présente ce résultat comme 
une exception à la règle de la multiplication des 
radicaux (lao), dont il n’est cependant qu’une con- 
firmation : car, suivant cette règle, on doit avoir 
l/ — «X V — — b}=-y'ab=± \/ ab , 
parce que tout radical carré est, en général, suscep- 
tible de deux valeurs (i33) ; mais, dans le cas ac- 
tuel, on doit. rejeter le signe supérieur : en effet. 
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^ ab X — 1 = — On a encore 

1^0 X — I ' \/a 

~ tyL X SZ'—~ 1 = 
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Z b Z b ^b 

v/*-x^'-l=v/^• 

De l’égalité démontrée ci-dessus 

X l^=— l/i3=— t^a X V'i , 
il s’ensuit que, 

Z — a ~—\Za l/a 



Zb 

c’est-à-dire, que 



\Z—h 



v/^=-v/i 

résultat qui peut paraître surprenant : et, en effet, 

• “ “”0 a , • ’ 

puisque ^ = £ , il semble qu’on devrait avoir 

V^-=VTi-> ■ ■ 

pour I lever cette difficulté, observons que chaque 
radical pair étant susceptible du double signe, l’é- 
galité précédente doit être ainsi généralisée, 

et il s agit de reconnaître si on doit faire contras- 
ter les signes en cette manière 

= (•) 

ce qui donnerait, comme ci-dessus, 

v/7=-\/^^ 

or, 1 équation (i) revenant à celle-ci, , 
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donne, après la division des deux membres pary^ 

-, ou — l: 






l/' 



±\/ _, = ± 



17=T’ 'TZT, — -iTZ-, ’ 

(l’oii c’est-à-dire — i = i, ce qui est ab- 

surde; donc il faut admettre le résultat (2) 

Enfin 

wfHfl t/gx — I t^g 

V^—1, — I V'b ^ h 



Vî 



jdinsi le quotient de deux radicaux carrés imaginaires, 
est réel. 

iSq. Nous ferons quelques applications des règles 
démontrées dans ce chapitre. 

Supposons d’abord qu’on ait à effectuer le pro- 
duit indiqué (6-t;- V'—^) (6 — \/ — ;4) • multipliant 
6-+- 4 successivement par 6 et par — .1/ — 4> 
observant que v' — 4 x \/Z.4= — on aura 
,0. . .(6+ i/“ 4) (6— 1/-4)=^36-^6 i/— 4 =40 

-4— 6v/— 4 



résultat réel. On pourra convertir la fraction- 



i-h 1/ — I 



en ‘une antre dont le dénominateur soit réel, et, à 
cet effet, on multipliera ses deux termes par i-t- 
v/ — I, ce qui donnera pour dénominateur (i-t- 1/ — 1) 
(i — v' — i) = 2 , en observant que ce produit est la 
différence entre le carré de i et celui de v'—-i qoi 
est — I , différence qui est a : on a donc 



2 ®. 



I _ 0’ _ 

’l V/ 1 2 



On s’exercera aux transformations suivantes qu’il 
est facile de suivre : 

I l/g-t- v'b 



3® 



V'a— \^b 



a — b 



4® 



î-M /3 (i-4-t^3)(2-4->/3' ) 

2 — v^3 (2 — t^3)(2-t- v^3) 



= 3 1/3 
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i+\^5 (m- \/ 5') (3+î 



io3 



6 » 



' '’3— 2l^a (3 — a V^a)(3-Ha 

= 3+a V/io+3 l/5+a »/a 

I v'a+V'b — \^c 

S/a^ Vb + l/c~( i^a+ V'b-^ l/cX v^a+ \/h— l^c) 

\/a,-\r^b — l/c ( \]a-^ ■^h — ^c)(r‘-\-b — c — a \/a^ 

a-i-b — C+a y'âù («H-i — c-\-^\jâb){a-^b — e — :xyjab) 

( V/À+ l/A — V^c)(a+b — c — a i^ab) 

(a -H b — c) ’ — l\aü 



a+b 1/ — I 
i i/— x' 



(a+bv^ — i'(a+Al/ — i) 



a 






a' — b'-^-^ab V^—i 



8° 



a^-hb^ 

t(V/5-0 






■p? 



=v/(.-^)= 



pour effectuer cette dernière transformation, il faut 
élever le premier membre ou l’expressiou donnée au 
carré, et après les réductions, extraire la racine car- 
rée. C’est par un semblable artifice qu’on transfor- 
mera les trois expressions suivantes : 



'-v/ 

Qo a K a 



5—1/5 



lo».. 






la®. 



i (i+v/5; 






av/5 









('■‘■ps) 






al/a 

’~lCi/5-.) 

J I 

c -V- y'cd'— v/ c^d 



I r ' I 

ZT7) — ~ V 

l/c 



l/c-h i/J 

en effet, le numérateur c-l- v/cî— est 



/ 
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io4 

V^c" + \^d ' — \/cd') : or V^c’+ — V^çd, divise 

exactement c+d , et le quotient de cette division 

est v^c + v'd 

Le but de plusieurs de ces transformations est de 
faire disparaître l’irrationalité ou l’imaginarité dans 
le dénominateur. 

i4o. Tous les nombres entiers sont compris dans 
l'une de ces quatre formules 

4n, 4«+ 1 > 4«+® > 4«-+-3 , 

n étant un nombre entier ; ainsi en désignant \/ — i par 
X, toutes les puissances de — i , seront représentées 
par ces quatre formules 

4» 

j^y/— ij = x*" =(x‘)" =( + i)"=+ I . 



4/1 - 4 - I 



y-y 


■1 4 n 

= x ■ =x xar=+i X >/—*=■+• V—* 


in » 


y- 


1 4ii + a 4 ji a 

= X =X XX =+IX 1 = 1 


4n + 3 




T 4« + 3 4n 3 a 

J=X =X XX Xa?=— V— * 



Ainsi pour obtenir une puissance demandée de 
V ' — I, ü faudra diviser V exposant de la puissance 
proposée par et le reste de cette division, moindre 
que 4, sera la puissance demandée de 'A — i. 

4 < • 

i4i. Les imaginaires — i, V — i, V/ — i , etc, 
reviennent à \/ V' — i, l/l/ — i, l/l/v/ — i, 
etc ( i3i ) ; elles ne sont donc encore telles 

que par 1/ — i. Le radical 1 / — i revient à l/( — i)’ 

4 

= v^i ; cependant il ne faut pas oublier qu'ici + 1 
est le carré de — i , et qu’ainsi i/f l/— -i. On 
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a — a% V — iz=»/ax v' — i x — i = i/ax — i 

4 4 4 4 

X v'i=v^av ' — 1 = 1 / — a. Dans la seconde section 
de ce traité , nous reviendrons sur ces racines qui 
seront le sujet d'une théorie très importante. 



CHAPITRE X. 



rORMÜLES DO CAimÉ ET DO CODE d’oW BfIfOME : 
APPLICATIONS DE CES FpRMOLES. ' 

i4a. Dans ce qui précède, U n’a été question que 
des puissances d’un monome : dans ce chapitre , 
nous donnerons les formules du carré et du cube 
d’un binôme, nous réservant (chap. XI) de les éten- 
dre à la puissance m , m étant un nombre entier 
quelconque ; ces formules serviront à généraliser et 
à compléter ce qui a été dit en Arithmétique sur 
l’extraction des racines carrées et cubiques. 

143 . Soit le binôme a+b qu’on propose d’élever 
au carré, c’est-à-dire, de multiplier par lui-même, 
ce qu’on indiquera en cette manière : (a + 4)’, à 
l’imitation de la convention faite (3o) : on aura, après 
les rédûctions, 

(a + A)’ = a’+ iab -\-b' ( i) 

en sorte que si a représente les dixaiires d’un nom- 
bre et b ses unités, cette formule exprime que le 
carré de ce nombre, se compose du carré des' dizai- 
nes, du double produit des dizaines par les unités, 
et du carré des unités, quelque soit d’ailleurs le nom- 
bre des chiffres dont a se compose. Ce mode de 
composition a déjà été reconnu (Arith.). 

i44- Si dans la formule (i), on augmente le 
chiffre b des unités d’une unité, ou si on change 



« 
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A en i + I J on obtiendra le carré du nombre immé- 
diatement, consécutif à a + b, qui sera, 

\a-\-{b+ i)-+-(A-t- 1 )’ 

or, en faisant dans (i), a—t , on aura 
(A -H I )’ — 3’ -t- aA-t- 1 

donc 

=:a’+^ab-hb'*+3(a-hb^ + i 

=(a-hb)‘-i- 2 (a-hb)+t.. (i) 

Des formules (i) et (a) on conclut que lorsqiCon 
augmente la racine d une unité , le carré est augmenté 
du double de la première racine, plus l'unité. Ainsi 
lorsque, dans la recherche d'une racine, on s’est 
trompé , en moins d’une ou de plusieurs unités sur 
le chiffre des unités, on est averti de cette erreur 
par le dernier reste qui excède au moins , d’une 
unité le double de la racine obtenue, ou de la racine 
fautive. ' ' * 

i/jS. La formule (l'j donne, sous l’hypothèse fc=i, 
(«-+- i)’=a’+aa-M=:o’-t-a-t-(a-l- i) • • ■ -fS); 
d’où l’on conclut'quc le carré de a-h i se compose ' 
du carré de a plus la somme des racines consécu- 
tives a et a-t-i. De sorte que pour passer du carré 
dun nombre au carré du nombre immédiatement con- 
sécutif, il faut au carré du premier nombre, ajouter 
sa racine plus le second nombre. Ainsi le carré de 
lo étant loo, celui de ii sera loo-t-io-t-i i=iai : 
le carré de 57 étant 3a49» celui de 58 sera Sa/jg 
+57-1-58=3364 etc. 

146 . Si l’on multiplie le second membre de la hr-, 
mule (i) par a-hb, on formera le cube de (a+b) 
qu’on note par {a+b'/, et on aura; après les ré- 
ductions 

(a+A)’=a’+a'Z;+3aA'+A’. ... (4) 
en sorte que a représentant les dixaines d'un nom- 
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bre, et b ses unités, on lit dans cette formule que 
le cube de ce nombre se compose du cube des dixai- 
nés, du triple produit du carré des dixaines par les 
unités , du triple produit des dixaines par le carré des 
unités et du cube des unités, composition démontrée 
en Arithmétique. 

• 47- Si dans (4) on change b en A+i , ou aura,’ 
[a+{b+ i)+3fl(A+ 1/ 

pour avoir facilement le cube de b+i, on fera o=i 
dans (4), hypothèse qui donnera 

(A+iy=A*+3A'+35+i , 

ainsi remplaçant (4-t-i)’ par leurs dévelop- 

pemeiis, et faisant le produit 3a’(A-+-i), on aura 
[a+ (i-i- 1 )'P=a^-V- 3o’A-h3o4*+ A’ 
-i~3(a-\~bj ’ 3(^+4)+ 1 .... f 5) 

=(a+bX_+3(a+b)’ +3(a-hb)+ 1 : 
on voit donc que lorsqu'une racine croit d'une unité, 
le cube croit de trois fois le carré de cette racine, plus 
trois cette même racine , plus t unité : ce qui fournit 
le moyen de reconnaître si la racine cubique ob- 
tenue n’est pas trop petite, puisque, dans ce cas, 
le^reste excède , au moins , d’une unité trois fois le 
carré de cette racine augmentée du triple de la 
même racine. 

148. £n changeant A en — b, les formules ( i ) et (4) 
deviennent 

' (a— -A)’=o * — aab + b' (6) 

(a — ôj^a^ — 3a'‘A+3aA* — b^ — (7) 
en faisant B= 1 , la formule (fi) deviendra 

(a — i)’=a* — (*a — i)=a’ — [a+(a — i)]... (8) 
on en déduit que le carré dun nombre se compose 
aussi du carré du nombre immédiatement consécutif , 
diminué de la somme des deux racines. Ainsi , par 
exemple , 

(4p)’=(5o)’— (5o+49)=a5oo — 99=3401. 



Digitized by Coogle 




to8 , , CHAPITRE X. 

i 49 - Nous ferons connaître une propriété très re- 
marquable dont jouit la suite des carrés des nom- 
bres uaturels , et qui consiste en ce que la diffé- 
rence entre leurs différences, est constante et=2, 
d’où résulte un moyen facile de former' des tables 
de carrés. Tous les nombres entiers absolus étant 
compris d^ns ces trois formules 

3/1 , 3/1 -f- 1 , 3 n + a , 

il suffira d’en former les carrés qu’on voit dans la 
seconde colonne du tableau ci-joint: 



Nombres. 


Carres. 


r.rrr» üff. 


».«“•* difî. 


3/1 

3n+ 1 
3 /i-+-a 


9 «* 

qn’-t-fi /i-t- 1 
gn'-hi'n+â 


6n-hi 

6 / 1-+-3 


a 



6/ï-t- 1 et 6/Ï-4-3 sont le.s différences entre le second 
carré et le premier , entre le troisième carré et le 
second , et a est la différence entre ces deux pre- 
mières différences, qu’on a nommée différence se- 
conde : comme cette différence seconde ne contient 
plus /I, il s’ensuit qu'elle est toujours = a, quel 
que soit le nombre qu’on supposepour n , ou quels que 
soient les trois carrés consécutifs qu’on considère. 
Ainsi étant donnés les deux premiers carrés o et i , 
et conséquemment la première différence i , on for- 
mera la suite des différences premières consécuti- 
ves , en ajoutant a à la différence première i , puis 
encore a à la somme 3 , et ainsi de suite : on aura 
donc d'abord les deux lignes inférieures, 



carrés o i 4 9 >6 etc. 

iere»diff. I 3 5 7 9 etc. 

a®“*‘ diff. !.. a a a a 



puis on prolongera celles des carrés. en ajoutant la 
deuxième différence première 3 au second carré i , 
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ce qui donnera 4> troisième différence première 
5 au troisième carré 4 > ce qui donnera g ; la qua* 
trièroe différence première 7 au quatrième carré 9, 
ce qui donnera 16, et ainsi de suite. 

i 5 o. La suite des cubes des nombres naturels jouit 
de la propriété que les différences troisièmes sont 
* constammen t=6 : pour le démontrer, nous parti* 
TOUS de ces quatre formules 

4«, 4«+ï» 4« + *f 4'»+3 
' dont nous formerons les cubes entre lesquels nous 
prendrons les différences premières , secondes et 
troisièmes , comme on le voit dans le tableau 
ci-joint. 



Nomb. 


Cnbet. 


diff. 


diff. 


3. «diff. 


4 n 

1 

4a 3 


64a > 

64a’ -f- 46 a* 4- f 3A-I- 1 
64 a’ +96a* 4- 48a 4- 8 
64a’ 4- 1 44a* 4- io8a 4- a; 


48a* 4- 13A4- l 
48a* 4- 36a4- 7 
48A* 4*6oA4* 19 


a4»4-6 
a4A4- la 


6 



Ainsi la 3 “® différence est la même pour toutes les 
valeurs de n. Effectivement, on a 
Cubes... I 8 27 64 ia 5 ai6 343 etc. 

i*"'* diff.... 7 19 37 61 gi 127 etc. 

2™** diff. 12 18 24 3 o 36 etc. 

3«n« diff. 6 6 6 6 etc. 

en sorte qu’étant donnés les trois premiers cubes 
I, 8, 27, on en déduira les deux premières diffé- 
rences premières 7 , 19 , de celles-ci la première 
différence seconde 1 2 ; puis , au moyen de la dif- 
férence troisième et constante 6, on continuera par 
des additions , la ligne des différences secondes qui 
serviront à continuer celle des différences premières 
avec lesquelles on formera les cubes. 
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i5f. On verra dans le second volume de ce traité 
que la différence m*"* de la suite des puissances m 
I" , a*", 3" , 4"* » 

est constante et égale à i x a x 3 x 4— -m , m étant un 
nombre entier. 

i5a. Comme nous avons déjà donné (Arith.) avec 
tous les détails nécessaires, l’extraction des racines * 
carrées et cubiques , nous nous bornerons ici à 
tracer la marche de ces opérations, en partant des 
formules (i) et ( 4 ) du carré et du cube d’un bi- ' 
nome. 

Supposons qu’on ait à extraire la racine carrée 
du nombre a 8 34 5g 79 : cette racine sera tou- 
jours a+b , a représentant les dixaines et b les 
unités : mais on peut convenir que a sera le nom- 
bre des dixaines , considéré comme ne comptant 
que des unités. On aura 

(a-t-4)’=o’-4-aaA-+-4* (i) 

or, comme le carré des dixaines ne peut avoir d'u- 
nités d’un ordre inférieur aux centaines, a' sera 
dans a 8 34 Sq, dont la racine comporte plus d’un 
chiffre, en sorte qu’on peut poser 
a=d-\-l> 

b' représentant les dixaines de la racine totale et a' 
ses centaines , ou , ce qui revient au même , B 
étant les unités de a, et d ses dixaines : or, comme 
a’=o'’-t-aa'A'-+-4'’....(3) , 

on conclura comme ci-dessus que d ' se trouve dans 
la portion a 8 34, de a 8 34 5g = a’ : mais la ra- 
cine de a 8 34 < ayant plus d’un chiffre, il y aura 
lieu à la décomposition 

a'=a"-t-4''....(4) 

B' étant les centaines de la racine totale et d ses 
mille, ou B' étant les unités de d , et a" ses dixaines. 
Ou a donc 
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a'-=a'"H-aa" 5 " + i''*.... ( 5 ) 
a" se trouvant dans a8. De-Ià on conclut, comoie 
en arithmétique, que le nombre des chiffres de la 
racine est précisément égal au nombre des tranches 
de deux, chiffres du carré, et que la première , les 
deux , trois , etc. , premières tranches de gauche du 
carré , renferment les carrés du premier, des deux, 

• trois premiers etc., chiffres de gauche de la racine. 

Passons à la racine cubique , et supposons le cube 
37H 973 a46 ia8 : la racine cubique étant com- 
posée de dixaines dont le nombre est compté para 
et d’unités 3 , on a 

(a+A)’=a^-h3a’5-t-3a5*-t-i’.... ( 1 ) ; 
or, le cube des dixaines n'ayant pas d’unités d’un 
ordre inférieur aux mille, le nombre sera dans 
3?8 973 a 46 dont la racine a comporte plus d’un 
chiffre ; en sorte qu’on a cette décomposition 
a — d-^b' (a) 

b' comptant les dixaines et a' les centaines de la ra- 
cine totale, c’est-à-dire, les unités et les dixaines de a : , 
un a donc 

=r a'î 4 - 3a'’5' + 3a'Zi'* + b'\... (3) 
on conclura, comme ci-dessus, que a'* est dans la 
portion 878 978 de 878 978 a46 = a’ : or 878 
978 ayant plus d’un chiffre à sa racine cubique, 
on aura la décomposition 

d = a + b'.... (4) 

i" comptant les mille et a les dixaines de mille de 
la racine totale, ou les unités et les dixaines de d : 
on a donc 

d^ — d^ -t- 3 a"’ Sa"*'* 4 - 

d’où on conclut comme ci-dessus que a'” e.st dans 
la partie 878 de 878 978= a'’. On voit donc que 
le nombre des chiffres d’une racine cubique , est 
le même que celui des tranches de trois chiffres du 



» 
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cube, et que la première , les deux , trois etc. , pre- 
mières tranches de gauche du cube, contiennent le 
cube du premier, des deux, trois, etc., premiers chif- 
fres de gauche de la racine. 

i53. Nous donnerons dans la suite de ce traité 
des moyens beaucoup plus expéditifs que ceux que 
fournit l’arithmétique, pour obtenir avec toute l'ap- 
proximation désirable les racines d’un indice quel- • 
conque d’un nombre quelconque. 

i54- Si l’on désigne par TV le carré d’un nombre, 
par a une partie de sa racine , l’autre par b, a et £ 
pouvant être des nombres de plusieurs chiffres, 
on aura 

N=a*-\-iab-\-b‘ , d’où.^3^^^^ =A-f- — 

aa aa 

Ainsi la division de N — a’ par le double de la pre- 
mière partie de la racine , donnerait la seconde 
partie b, à moins de la plus petite unité de b, si 
b' 

— était une fraction de cette plus unité ; c’est , en 
aa ^ 

effet , ce qui arriverait , si le nombre des chiffres 
de a étant an, celui des chiffres de b était n — i , 
car alors b^ aurait au plus an — a chiffres, et aa au- 
rait, au moins, an chiffres ( 94 ) ; de sorte que, dans 

b^ 

le cas le plus défavorable , la fraction — aurait deux 

chiffres de plus au dénominateur qu’au numéra- 
teur. On remarquera que , sous les hypothèses pré- 
cédentes , le nombre des chiffres de la raciue , est 
3n — I . 

Ainsi, lorsque la racine carrée dun nombre TV, 
doit être composée de plusieurs chiffres, on la con- 
cevra partagée en deux parties dont la première a 
ait un chiffre de plus que les deux tiers de Iq totalité 
des chiffres de la racine : on cherchera la première 
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partie ^ de la racine d après les règles ordinaires, 
et on obtiendra la seconde b , en divisant la diffé- 
rence N — a’ par le double aa de la première partie 
de la racine ; le quotient sera b , et cette partie b 
sera exacte , jusqu'à la plus petite unité de b. 



Supposons ia588ii6oi5558i4/i, carré dont la 
racine a huit chiffres 1 5a : on aurait 3« — i = 8 , 
d’où /j=3 et a/i=f>, en sorte qu’il suffira de trouver 
par l’extraction les six premiers chiffres qui sont 
ia3o45=a, nombre qui compte des centaines : le 
reste N — a* =a953o8i44 divisé par aa , ou par 
34609000 donne la pour les deux derniers chif&es, 
et, eu effet, la racine est ia3o45ia. 

Soit Pi le cube d’un nombre a+é, d’où résulte 
l’égalité 

N~d ^ h' V , 

V" , b-\ 1- 5-- • 

6a a 3a 

désignons toujours par an le nombre des chiffres 
de a, et par n — i celui de b : le carré A* aura, au 

plus, an — a chiffres ; par conséquent — sera une 

A’ 

fraction vraie ; d’ailleurs sera une fraction plus 



h' W b^ b 

petite que — , puisque ^ ~ ^ ^ : on aura 



donc , 



b' b' ,, , A' ^ 

-<t» ô-.<t , dou 1- 

a 6a a . 3a’ 



On conclut de là qu’en prenant 



pour valeur 



de £ , on ne peut pas commettre une erreur de 
deux unités sur le dernier chiffre de b. Cette mé- 
thode peut donc elfe employée avec avantage • 
dans le cas où b sera un nombre décimal. 



8 
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i55. Probl. I. Extraire la racine de tordre m 
d un nombre quelconque n , à moins d’une fraction 

donnée 

? 

On demande , par exemple , la racine cubique 

«J 

de la, à moins de ^ d’unité près. On multipliera la 

par , ce qui donnera — ^ dont la racine cubi- 

6 3 

que est ~ laquelle divisée par- , ou multipliée par 

donne a. En effet, le cube de a est 8 plus petit 

que la; mais a -i- = = = dont le cube — est plus 
O 5 a7 

grand que la. Donc la véritable racine est entre a 
et a + g* On pourra chercher la racine carrée de 

3 

iiAS à moins de — d’unité, 
m 



Probl. II. TrouveVn. à moins de - Vn près. 
Supposons qu’on ait à assigner la racine carrée de 
, à moins de— de cette racine près : on cher- 
chera , à moins d’une unité près, la racine carrée de 

ou de ^ et on trouvera i8 : il restera doue 
3 9 

à extraire la racine carrée de , à moins de — 

3 II 

de 1 8 , ou de — , et on trouvera pour réponse : 

cette racine est trop petite ; mais augmentée de 

^ , elle est trop grande , comme on peut s’en as- 
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i8o . , . , ai6 

Il II 



surer, en comparant le carré de — et celui de — 



avec 



lOOI 



CHAPITRE XI. 



r>É.MONSTBA.TIOM l)ü BIMOME DE NEWTON DANS LE C.AS 
DE l’exposant entier ABSOLU. 

1 56 . Nous avons annoncé dans le chapitre pré- 
cédent, une formule générale qui doit comprendre 
tous les développemens des puissances successives 
entières et absolues d’un binôme x + a : nous ferons 
précéder cette recherche de quelques notions indis- 
pensables qui d’ailleurs nous seront utiles par la 
suite. Dans le vingtième chapitre de cet ouvrage, 
nous étendrons cette formule à tous les cas des ex- 
posans , ainsi que nous l’avons fait (Chap. IX ) à 
l’égard de la multiplication et de la division des 
exponentielles. 

157. Deux lettres a et ^ ne peuvent être disposées 
ou arrangées que de ces deux manières 

aA, ba~, 

et ces deux dispositions que nous nommerons ar- > 
rangemens, ne donnent qu'un produit (96): pour 
obtenir tous les arrangemens de trois lettres a^byC^ 
il né faut que donner à la troisième lettre c, toutes 
les places possibles dans chacun des deux arran- ^ 
gemens ci-dessus, c’est-à-dire, l'écrire à droite, au 
milieu et à gauche , d’où résultent ces six arrange- 
meus de trois lettres 
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abc , acbf cab , bac, bca, cba : 
pour passer aux arraagemens de quatre lettres a, b, c, d, 
il faut, dans chacun des précédons, écrire la qua- 
trième lettre à toutes les places possibles , ce qui 
donnera quatre arrangemens de quatre lettres pour 
un de trois , et 4 X 6 ou a4 pour quatre lettres : cinq 
lettres admettraient 5 x 24 ou lao arrangemens, et 
ainsi de suite.* On voit donc que connaissant déjà 
le nombre des arrangemens de n — i lettres, il est 
facile de trouver celui des arrangemens de n lettres. 

1 58. Pa.ssons à une autre question , et supposons , 
par exemple, qu'on ait à arranger quatre lettres a,b, c, d, 
trois à trois de toutes les manières possibles : on peut 
distraire la première lettre a, arranger deux à deux, 
les trois lettres restantes b, c, d, de toutes les ma- 
nières possibles, ce qui donne pour beie les deux 
arrangemens bc, cb; pour b ci d le.s deux arrauge- 
mens bd, db ; enfin pour c et J les deux arran- 
gemens cd, de; puis écrire la lettre a en tête de 
tous ces arrangemens , ce qui en donnera six > 
qui sont 

abc, acb, abd, adb, acd, ade, 
et qui commencent tous par la lettre a. On dis- 
traiera la lettre h , et après avoir arrangé deux à deux 
les trois lettres restantes, on écrira à la première 
place dans tous ces arrangemens, et on trouvera 
bac , bca, bad , bda , bed , bdc. 
on obtiendra de la même manière ces deux lignes 
d’arraiigemens qui commencent par les lettres cet J, 
cab, cba, cad, eda, chd, cdb 
dab , dba , dac, dca , dbc, deb ; 
ce qui fait en total, vingt-quatre arrangemen.s. Si l’on 
propose d’arranger cinq lettres a, ^5, c,«/, y, trois à 
trois, il faudra que, distraction faite de la lettre a. 
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par exemple , les quatres autres ofirent tous les ar- 
rangemens possibles deux à deux ; or, pour obtenir ces 
derniers arrangeroens, il faut arranger trois de ces qua- * 
tre lettres une à une , ce qui donne trois arrange- 
mens, et écrire en avant de chacun, la lettre qui 
n'y entre pas, d'où résultent 4x3 arrangemens de 
quatre lettres deux à deux; écrivant en tète de cha- ' 
cun la lettre a , on a pareil nombre d’arrangemens " 
des quatre lettres, 3 à 3, mais seulement ceux qui 
commencent par a. Comme on peut distraire suc- 
cessivement chacune des quatre autres lettres , le 
nombre total des arrangemens, sous la condition 
énoncée , sera 5 X 4 X 3. En général , le nombre des 
arrangemens de m lettres , en les faisant entrer en 
nombre n dans chaque arrangement , dépend du 
nombre des arrangemens de m — i lettres, en les 
faisant entrer en nombre n — i dans chaque arran- 
gement. 

109 . Passons de la considération des arrangemens 
à celle des produits. Lorsqu’on veut passer du pro- 
duit <z4 de deux lettres a et 4, lequel est unique, au 
nombre des produits différons deux à deux qu’on peut 
faire avec trois lettres u, 4, c, il ne faut que mul- 
tiplier chacune des deux premières lettres a et 4 
par la nouvelle lettre introduite c, et ajouter ces 
produits UC, 4c, au premier u4; ce qui donne 
les trois produits ab, ac, bc. Pour passer de ceux-ci 
aux produits différons deux à deux de quatre let- 
tres a, 4, c, , on ajoutera aux produits deuxà deux 
des trois premières lettres, qui sont u4, ac, bc^ les 
produits de chacune de ces trois lettres, par la nou- 
velle lettre d, et on aura ces six produits u4, ac, 

4c, ad, bd, cd. Généralement, ayant déjà la somme 
des produits deuxà deux qu’on peut faire avec m — i 
lettres, si on veut avoir la somme analogue pour m 
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lettres, il ne faut qu’ajouter à la première somme 
celle des produits des m — i premières lettres par 
la nouvelle ou par la m'™* lettre. De même, sil’onveut 
passer de la somme des produits différons qu’on peut 
faire avec trois lettres multipliées trois*à trob (et 
on n’en peut faire qu’un seul ) à la somme analo- 
gue pour quatre lettres , il faut au premier pro- 
duit ajouter les produits a à a des trois premières 
lettres par la nouvelle lettre introduite : pour ob- 
tenir les produits analogues pour cinq lettres, il faut 
augmenter les précédons des produits deux à deux 
des quatres premières lettres par la nouvelle lettre 
introduite. Et généralement , pour passer du produit 
unique de m lettres m k m, aux produits de m + i 
lettres m k m, il faut au premier produit, ajouter 
ceux des m lettres ira — i à ira — i par la (ira -t- i )*>”* 
lettre. Si l’on connaît déjà les produits différons 
trois à trois des quatre lettres a, £, c, par 
exemple, et qu’on veuille passer aux produits ana- 
logues pour les cinq lettres a, e, il faudra 

faire les produits différons deux à deux des quatre 
premières lettres a., b, c, d, les multiplier par la 
nouvelle lettre e , et les ajouter aux précédons. Pa- 
reillement, si des produits 6 à 6 de 8 lettres, on veut 
passer aux produits analogues pour 9 lettres, il faudra 
faire les produits des 8 premières lettres 5 à 5 , les 
multiplier par la 9*= lettre et les ajouter aux pré- 
cédons. Généralement, pour passer des produits dif- 
férens de ira — i lettres ra à ra aux produits analogues ' 
pour ira lettres, il faut faire les produits des ira — i 
premières lettres ra — i à ra — i , les multiplier par la 
nouvelle lettre et ajouter ces produits aux précédons. 

160. Ce que nous venons de dire, servira d’intro- 
duction à la .solutiondes deux problèmes suivans d'où 
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l’on tire la démonstration de la formule annoncée. 

Probl. I , étant données m lettres a, b, c, etc . , 
déterminer le nombre des arrangemens qui er^ peu- 
vent résulter^ en ne J disant entrer que n lettres dans 
chaque arrangement. 

' Soient y le nombre des arrangemens de m lettres 
prises n à n et /' celui des arrangemens de m — -'i lettres 
prises n — i à /i— i : nous chercherons à faire dé- 
pendre y de y En plaçant la lettre a qu’on a dis- 
traite, en tête de chacun des arrangemens de m — i 
autres lettres prises n — i à n — i , on aura tous les 
arrangemens de n lettres, dans lesquels la lettre a 
occupera la première place , et leur nombre sera y : 
de même en écrivant la seconde lettre b distraite en 
tête de chacun des arrangemens formés avec les 
m — I autres lettres prises n — i à n — on aura 
tous les arrangemens possibles de n lettres, dans 
lesquels b occupera la première place , arrangemens 
dont le nombre sera encore y. En distrayant suc- 
cessivement chacune des autres lettres B, d, etc., et, 
raisonnant comme on vient de le faire , on obtien- 
dra à chaque fois arrangemens de n lettres. Donc 
puisque le nombre total des lettres est m on aura 
en tout my arrangemens , et conséquemment la 
rélation 

y=my. 

Si l’on représente par jr',y\ etc., les nombres 
d’arrangemens de m — a lettres prises n — a à n — a , 
de m — 3 lettres prises n — 3 à n — 3 etc, on aura 
ces autres relations consécutives. 

y=(m—i)f 
y'=(m— a)y* 
y"=(m-3)y"' 
etc. 

En passant de la première relation à la seconde, 
de celle-ci à la troisième , etc. la difficulté va dimi- 
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nnant continuellement, puisque le nombre total des 
lettres à arranger, et celui des lettres qui entrent 
dans les arrangemens, décroissent toujours d’une 
Unité: mais comme le nombre n est < r/),ce nombre 
n sera réduit à l’unité plutôt que m, ce qui arri- 
vera , lorsque de n lettres on en aura retranché n — i ^ 
alors m qui diminue avec n et de la même ma- 
nière, sera réduit à m — {n — i). Si donc on observe 
que , dans la notation employée , le nombre des ac- 
cents de jr, dans le premier membre , est toujours 
égal au nombre retranché de m dans le coéfRcient 
entre parenthèses , on devra noter par le 

nombre des arrangemens de m — (n — i) lettres prises 
n — (n — I ) à n — {n — i) ou une à une ; on aura donc 
pour dernière relation 

(«— 0 , 

puisqn 'alors le nombre des arrangemens est égal à 
celui des lettres à arranger. Maintenant des relations 
ci-dessus, on déduit 

= m{m — i)y' 

= 77j {m — i) (m — a)y" 

= m (/U— i) (to — a)(/7i — 3)/*" 

= m (m— I ) (jTi— a) [/n— (n— i )] .. (*) ... (A) 

(*) On peut encore parvenir au nombre des arrangemens de m 
lettres n k n, par une marché inverse de celle du texte : pour nous 
faire mieux entendre , nous supposerons qu’on ai ta trouver le nom- 
bre des arrangemens de quatre lettres deux à deux ; en arrangeant 
ces quatre lettres une à une , on a quatre arrangemens ; pour passer 
de ceux-ei aux arrangemens cherchés, on placera chacune de ces 
lettres à droite ou à ganehe de chacune des trois antres , ce qui 
donnera douze arrangemens de quatre lettres deux à deux. Soient 
maintenant m lettres à arranger deux à deux ; en les prenant d’a- 
bord une à une, le nombre des arrangemens sera mÿ écrivant cha- 
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On peut déduire de la formule {A) le nombre des 
arrangemens de n lettres , entre toutes ces lettres ; 
à cet effet, on fera dans {A) m=n, ce qui don- 
nera 

y=n(n — i) (n — a) 3xaxi {B) 

en observant que les facteurs de (A) sont consécu- 
tifs et décroissans d’une unité , en passant de l’un 
à l’autre. 

Probl. II. Etant données m lettres , trouver le 
nombre des produits diffèrens entre n. de ces lettres. 

Si ces produits de n lettres étaient connus ou effec- 
tués, il est clair qu’eu donnant aux lettres qui entrent 
dans chacun deux , toutes les dispositions possi- 
bles, on aurait encore tous les arrangemens possibles 
de m lettres n à n. Or, chaque produit étant com- 
posé de /I lettres pour un produit, on aurait, d’après 
{B) I X a X 3 X X n arrangemens : donc si l’on re- 
présente par P le nombre de ces produits différons 



cnne de ces letUes successÎTement à droite ou à gauche des m — i 
autres , on passera aux arrangemens de m lettres deux à deux , 
dont le nombre sera m (m— i). Ponr passer de ceux-ci aux arr^- 
gemens de m lettres trois à trois, on écrira chacun desm(m-— i) 
arrangemens de deux lettres à droite on à gauche des m — a an- 
tres lettres restantes, et on aura ceux de trois lettres qui seront en 
nombre/71 {m — i) (m — a). Pour avoir ceux de m lettres quatre à qua- 
tre , on écrira encore chacun des arrangemens precédens en nombre 
m(m — i) (/Tl — a), i droite on à gauche de chacune àe%m — 3 autres 
lettres restantes, ce qui donnera m{m — i) (m — a) (m — 3) arraii- 
gemens. On en sera doncanxarrangemensde/7?Iettres/ià/i, lorsque 
de m , dans le dernier facteur, on aura à retrancher /i— i. Ainsi , 
désignant ce dernier nombre d'arrangemens par ^ ^ 

cette formule 



rm,nj 



m(m — i) (m — a) (m — 3) [m — (n — i)] 
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de m lettres entre n de ces lettres', on aura la 

relation 

/• X I X a X 3 X 4— • X n—m {m — i) [m — a).... 
[/n— («—!)] 

d’où l’on tire cette expression de i*, savoir : 

P = rn{m^\){m—%) (wt— 3) [/w— (n— i)] . - 

I. a. 3. 4* « ^ 

Comme cette proposition est importante , nous en 
donnerons une autre démonstration qui est simple 
et directe. Soient 

■Pr , P» , Ps P» — 1 » P» — I * P|» 

les nombres de produits qu’on peut faire avec /n lettres 
toutes différentes , en les faisant entrer dans chaque 
produit au nombre de i , a, 3....,ra — a, n — i, n. On 
aura évidem'ment P,z=m. Concevons maintenant que 
tous les produits de n — i facteurs soient déjà for- 
més, et qu’on introduise tour-à-tour dans chacun 
deux , chacun des m — n-t - 1 facteurs qui n’y entrent 
pas : on formera ainsi des produits de n facteurs 
dont le nombre sera le multiple m — />+ 1 de celui des 
produits de n — i facteurs : je dis que par ce procédé, 
on aura n fois chacun des produits de n facteurs. 
Pour le prouver, soit 

abc .ghk , 

un de ces produits de n lettres : si l’on supprime 
successivement chacun de ses n facteurs , on for- 
mera les n produits suivans chacun de« — i facteurs, 
savoir : 

bc ghk 

. ac .ghk 

abc .gk 

abc .gh 

abc hk 
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lesquels devaient se trouver une fois chacun parmi 
ceux dont U a été question ci*dessus; donc, puis- 
qu’on a dû introduire la lettre a à son tour dans le 
premier , la lettre b à son tour dans le second , et 
ainsi de suite , on a dû former n fois le produit 
abc....^hÂ, et on en peut dire autant de chacun des 
autres. 

D’après cela , on doit avoir entre P„et Pu— i, entre ’ 
Pn—i et Pn—i , etc. ces relations , 

nPn={m — /j+ i)P„_i 
(»— I n + a)P„_, 



i)P, 

I Pi=m 

desquelles on conclura comme ci-dessus, . 

„ m{m — i)(m — a) {m — n+i). 

3 

i6i. Supposons maintenant qu’on ait effectué ces 
produits indiqués (x+a) (x+b);(x+à) (x-t-b) (x-t-c); 
(x-t-«) (x+b) (x+c)(x+d), etc., on aura 

(i®)... x*-H (a+b) x-hab 

(a®)...x*-t- (a+b-hc) x*-h(ab+ac+bc) x-i-abc 
(3®J...x*-t- (a-t-b+c+d) x^-h (ab-hac+ad-i-bc 
+bd+cd) x»-4- {abc+abd-\-acd-\-bcd) x+abcd, 

etc. 

on fera sur ces produits les remarques suivantes: 

1 ®. Le plus haut exposant de x , est égal au nombre 
des facteurs binômes multipliés , et cet exposant di- 
minue constamment d’une unité, en passant d’un 
terme à l’autre, jusqu’à devenir zéro dans le dernier ' 
terme. 
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a«. Les coéfHctens de x, sont, pour le premier 
terme, l’unité; pour le second, la somme des se- 
conds termes des facteurs binômes; pour le troisiè- 
me, la somme des produits différens deux à deux de 
ces seconds termes ; pour le quatrième , la somme 
des produits trois à trois de ces termes ; et enfin 
le dernier terme est le produit de tous les seconds 
termes des binômes. 

L’analogie conduirait à dire que ces remarques 
s’étendent au produit d’un nombre quelconque de 
facteurs binômes : mais pour ne rien donner à l'in- 
ductiou , nous allons les démontrer généralement. 

Si on représente par 

x”+Px”—'-k-Qx”—*+Bx^—^-{- +Xx+y....{t) 

le produit d’un nombre quelconque m de facteurs 
binômes , tels que x-\-a , x+b , x-t-c , etc. , et 
qu’on le multiplie par un nouveau facteur x-k-l , 
il viendra 





x"+Q 


X^-i+R 




...-hV 




-yPl 






-yXl 



où P+l, Q-{-Pl, R+Ql... Y-^Xl forment les coéf- 

ficiens de x”* , x"- «, a:»*— » x. 

Or, étant la somme des m seconds termes a ,A , 
c, rf, etc., des facteurs binômes, P-\-l sera celle 
des m-t-i seconds termes a, b ^ c,..l : par consé- 
quent, la composition assignée à ce premier coeffi- 
cient, sera vraie pour le produit du degré m-l-r, 
comme elle l’est pour celui du degré m. 

a®. Q étant la somme des produits différens a à a 
des m lettres a, b, c, J, etc., Q-\-Pl sera celle des 
produits analogues des/n+i lettres a, A, c,.../ (iSg): 
car /* étant la somme des m premières lettres a, b,c...; 
Pl sera celle de leurs produits par la nouvelle lettre l 
introduite, somme qui s’ajoute à celle Q des pro- 
duits a à a des m premières lettres : donc encore la 
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composition assignée au second coéfficient,aura lieu, 
en passant de m à m + 1 facteurs binômes. 

3®. R étant la somme des produits différens 3 à 3 
des m lettres a, b,c, d, etc., R-\-Ql sera celle des 

produits analogues des m+\ lettres a, c, /; 

puisque Ql exprime l'a somme des produits différens ' 
a à a des m premières lettres par la nouvelle lettre , 
somme qui s’ajoute à la somme R des produits 3 à 3 
des m lettres. Donc encore le troisième coéfficient 
dans le produit du degré wi+ 1 , est composée de la 
même manière que le coéfficient de même rang dans 
le produit du degré m. 

Cette manière de raisonner s’étend à tous les coéf- ' 
ficiens, ce qui résulte du mode d’après lequel ils 
sont formés, et on reconnaît aussi que le dernier /E 
est le produit des’//i-|-i seconds termes « , ô, c, ..../. 

Les remarques énoncées étant vraies pour le pro* 
duit du quatrième degré , le .seront suivant ce qu’on 
vient de voir, pour celui du cinquième, et consé- 
quemment pour celui du sixième, dont on conclura 
à celui du septième et ainsi de suite. 

Pour passer du produit de m facteurs à la puis- 
sance m de l’un d’eux, ce qui est la question pro- 
posée , on supposera les m seconds termes a,b,c, etc. , 
des facteurs binômes, égaux entr’eux, et chacun d’eux 
égal à a; sous cette hypothèse, les produits a à 2 , 

3 à 3 , 4 à /| , m à m, se changeront en a’, a^, 

a”' répétés autant de fois qu’il y a de ces produits : 
ainsi ( 1 ) deviendra 

(x-t-a)"» = * 

-f- -t-a"* {• à ) 

où , B , Cf D f etc. , comptent les nombres de 
produits différens 2 à 2 , 3 à 3 , etc. qu’on peut faire 
avec m lettres. 
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Or tous ces cas particuliers sont compris dans la 
formule (6) qu’on appelle terme général des coéffi- 
ciens A, B, C, D, etc., parce que, sous les hypo- 
thèses /i=2, =3, =4 cette formule (C) se change 

successivement en B, C etc. Mais d’abord on aura 
soin d’observer que le numérateur du terme général 
.ç. m{m—i)(m—i) 

doit être limité par la valeur que prend le dernier 
de ses facteurs m — (n — i), correspondamment à celle 
qu’on donne à n; et que son dénominateur doit 
être terminé par cette même valeur de n. Ainsi pour 

m m(m — i) 

n=i, on a (c)=— ; pour n=ik, on a I^C)= — j — - — 

. „ m(m — i)(m — a) 

: pour n=5 , on a {C)= j 2 -=B : 

et ainsi de suite. Enfin poiir n=m, on trouve (C)=f 
qui est, en effet, le coéfficient du dernier terme a" 
dans (a). 

La formule (a) devient donc par la substitution des 
valeurs de B, C etc. 

m(m — i) . 

:"'+max ”—^-\ — -a a:»"—» 



{x+a)" 



i.a 



m(m — — a) , 

H — i ^7 -a^Xm-% + 

1 . a. i 

+ 0 ” (F) 

développement qui s’arrête de lui-même pour m nom- 
bre entier positif, et qui se change dans les déve- 
loppemensparticuliersde (x+a)', (x+a)’etc.,suivant 
qu’on y suppose m=a,=3,=4 «te. 

i6a. La formule générale {F) peut être représen- 
tée en entier par 

I. a. 3. 4 « ^ ‘ 

qu’on nomme encore ternie gê/iera/, d’après la pro- 
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priélédontil jouit de se changer successivement dans 
tous les termes de (/’), c’est-à-dire, dans le second, le 
troisième,' le quatrième etc., en y faisant n=i, = 1 , 
=3 etc. 

i63. Il est essentiel de remarquer, avant d’aller 
plus loin, que le dernier facteur n du dénominateur, 
dans le terme général (J) , compte le nombre des 
intervalles qui séparent le premier terme x"‘ de celui 
qu’on considère , ou qui répond à n et que le der- 
nier facteur du numérateur, savoir m — (n — i), est 
l’exposant , moins ce nombre d’intervalles diminué 
d’une unité. Cela posé , considérons les deux termes 
consécutifs 

^ m(m — 0 f'w — (n — O] 

T=-^ i i 

I. a. O n 



(iw— a) [w— (w— i)] (m—n) 

I. 2 . 3 n (n+\) 

leur rapport sera 

r 

T 



Qn-njrm— (»+ 1); 



m — n a ^ m — n a „ 

— , d’ou — 7; 

/i+i x’ rt-l-I X 



ainsi — - ^ • - est le facteur par lequel il faut multi- 
n — 1 X ^ ^ 

plier un terme pour avoir le suivant. 

1 G 4 . Ce rapport sert encore à prouver que les 
coé/ficiens numériques de la formule^ vont en aug- 
mentant depuis le premier terme , jusqu'à celui du mi- 
lieu inclusivement , si m est pair; ou dans les pre- 
mier termes , si m est impair, pour décroître ensuite 
dans les deux cas. Nous observerons d’abord que 
le nombre des termes du développement , excède 
toujours d’une unité l'exposant m du binôme. Or, 
la question se réduit évidemment à chercher la plus 
grande des valeurs de n, pour lesquelles on a 
rn — n 

> I » 

/M -l 



» 
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puisque, pour toutes ces valeurs, le terme suivant 
surpasse toujours le précédent : Or , de cette inéga- 
lité, on déduit. 




mais m étant un nombre impair comme 9 , auquel 

8 

cis la formule a dix termes, on a /><-< 4 : 1 a plus 

grande valeur à donner à n, serait donc 3, ce qui 
indique le quatrième coéfficient; donc le plus grand 
serait le cinquième qui est répété par le sixième, 
comme nous le verrons dans le numéro suivant. Pour 

n 

m nombre pair , tel que 8 , on aurait ” < ^ , ou n=3, 

et alors le plus grand coéfficient serait encore le 
cinquième, c'est-à-dire, celui du milieu. 

i65. Deux termes de la formule du binôme, équi- 
distans des deux extrêmes, ont même coéjfîcienl nu- 
mérique. Soit le terme qui a pour coéfficient nu- 
mérique 




ce terme sera à n intervalles du premier (i63), c’est- 
à-dire, le (n-t-i)*"'* terme; le terme placé à n inter- 
valles du dernier, et conséquemment à m — n inter- ' 
valles du premier, en observant que le nombre total 
des termes étant m-^i , celui des intervalles, est m, 
aura pour coéfficient numérique (i63) 

m{m — I ) (m — 2 ) [m — [m — n — 1 ) ] 

I. a. 3 {m — n) 

m(m — \){m — 2 ) ('t+O 

1 . 2 . 3 (m — n) ' 

il s’agit donc de démontrer qu’on doit avoir 
m{m — i) {m — 2 ). . . .[m — {n — i)] 

I. a. 3 n 
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m{m — (wi — 2') .... (ti-h i) 

1. 2. 3 [m—n) 

égalité qui revient à celle-ci, ' 

i.a. 3 (m — n) [m — {n — i)] . . {m — 2) {m — i)/n 

= 1.2.3 {m -2)(wi — i)ffï 

après avoir fait disparaître les dénominateurs. Or, 
le premier membre est le produit de la suite natu- 
relle des nombres depuis i ju.squ’à/w — n, multipliée 
par la suite naturelle des nombres depuis m — {n — 1} 
jusqu'à m, ce qui revient au produit des nom. 
bres consécutifs depuis i jusqu’à m, en observant 
que les deux facteurs m — n et m — (n — i) ou m — n 
-t-i sont consécutifs; le second membre offre pareil- 
lement le produit des nombres depuis i jusqu’à n 
par celui des nombres depuis n-\-i jusqu’à m, et ces 
derniers facteurs sont nécessairement consécutifs , 
puisque leur produit forme le numérateur du second 
membre qui est un coéfficient. 

On serait parvenu plus brièvement à cette conclu- 
sion , en observant que la formule 

m{m — i)(/n — 2). . .\m — (n — i)] 



I 2. 3 n 

peut être mise sous la forme , 

1. 2 . 3 m 



1.2.3 « X 1. 2. 3 . . . . (m — /ï) ’ 

en multipliant tes deux termes de la première par 
1.2. 3 .. . .{m — ri), et observant que rn — /i-t-i est con- 
sécutif à m — n : sous cette forme, il est évident 
qu’elle restera la même , si n qui compte le nom- 
bre des intervalles entre le premier terme et celui 
qu’on considère, se change en m — n et réciproque- 
ment, substitution pour laquelle ce coéfficient de- 
^ vient celui du terme à m — n intervalles du premier, 
et conséquemment à n intervalles du dernier. 

9 
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Ou peut encore observer que les produits a à a, 
3 à 3, 4 à 4 cte. , de m lettres, sont en même nom* 
bre que les produits rn — a à m — a , m — 3 à m — 3, 
m — 4 ^ ^ — 4 etc. : car en divisant le produit des 
m lettres successivement par chacun des produits 
a à a, par chacun des produits 3 à 3 etc., on a pour 
quotiens tous les produits de m — a, de m — 3 etc., 
lettres , ce qui démontre encore la proposition. 
i 66 . Le terme général, 

m{m—i){m—ii) [m— (n— i)] 

I. a. 3 n 

est essentiellement un nombre entier pour m nom- 
bre entier : c’est ce qu’on peut démontrer, comme 
il suit. Tous les nombres pris, à compter de zéro 
inclusivement dans la suite naturelle des nombres, 
et de deux en deux, sont exactement divisibles par 
a, pris de 3 en 3 sont divisibles par 3, de 4 4 

sont divisibles par 4 etc. ; d’où il suit que le nom- 
bre 1 a , par exemple , qui se trouve en même temps 
parmi les nombres pris de a en a, de 3 en 3, de 4 
en 4 i a pour diviseurs a, 3, 4> a'x3, ax4< 3x4-* 
le nombre j4 qui est dans une série de a en a, et 
dans une autre de 7 en 7 , est divisible par a , par 
7 et par a x 7 . Maintenant , si l’on prend , quelque 
part que ce soit dans la série des nombres, cinq 
nombres consécutifs tels que 17 , 16 , i5, i4 et i3, 
je dis que lenr produit sera exactement divisible 
par ixax3x4x5 : en effet, l’un des facteurs de 
I7Xi6xi5xi4xi3, sera nécessairement de la sé- 
rie des nombres de a en a; un autre sera de celle 
des nombres de 3 en 3 ; un autre de celle des nom- 
bres de 4 eu 4 i et enfin un autre de celle des nom- 
bres de 5 en 5 : un même facteur pourra , comme 
nous l’avons observé, faire partie de plusieurs séries : 
donc le produit ixax3x4><5 sera facteur de 
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17 X i6 X i 5 X i 4 X i 3 . Ce raisonnement appliqué au 
♦ terme général , démontre la propriété. 

167. Si dans le développement 



. . m{m — i) 

(x+ay”=x’" + max^—^+ — — - a 

on faita=x=i, on trouvera, en observant que tou- 
tes les puissances de i sont i , 



2m 






m{m — 1) m{m — i’l(m — a) 



+ i 



a ■ a 3 ^ 

d’où l'on conclut que la somme des coé/fîciens du 
binôme élevé à une puissance entière, est constam- 
ment égale à la même puissance du nombre 

Et comme les termes du développement ci-dessus, 
à partir du troisième inclusivement, sont tous les 
produits aàa, 3 à 3 , 4 ù 4-- , /» à wz qu’on peut 
faire avec m lettres , et que d’ailleurs on déduit de ce 
développement, 






-a) 



, . t- . . + I , 

a a. 3 

on conclura qu’a^vec deux nombres, ce qui répond à 
m=.‘i , ou peut former a’ — 3 =i produits; qu’avec 
trois nombres qui répondent à /ti= 3 , ou peut faire 
a’— 4— 4 produits; qu’avec quatre nombres pour 
lesquels «=4, on peut faire a* — 5 =xi pro- 
duits, etc. ‘ 



Si donc a, P, 7, S, sont les diviseurs nombres pre- 
miers d’un nombre N , N admettra onze diviseurs 
composés qui seront 

«P, «7» PTi 7^-. «Pt» «P^. «t^. Pt^» «Pt^- 

les mêmes que ceux qu’on obtiendrait par le pro- 
cédé (107). 

168. On sait que le nombre des arrangemens 
de six lettres a, A, c, d, e,f, est exprimé par 
iXax 3 x 4 xSxb:si maintenant trois de ces lettres 



* 



9 - 
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a, b, c, deviennent les mêmes, et chacune = a, il 
est clair que tous ceux de ces arrangemens de six . 
lettres, qui ne diffèrent entr’eux que par les diffé- 
rentes dispositions de ces trois lettres supposées con- 
sécutives, se réduiront à un seul; or , comme trois 
lettres admettent i x a x 3 arrangemens ; on devra 
donc diviser le produit ci-dessus par r x a x3 (*). Si 
deux des lettres restantes deviennent encore égales, 
on devra diviser de nouveau par i x a. D’apres cela, 
le nombre des arrangemens de m lettres dont p de- 
viennent a, q deviennent 5 , r deviennent c, etc., 
sera^exprimé par 

1 xax3x4 m. 

I X a X 3..../>. X I X a X 3....ÿ x t x a x 3.... X r, etc. 

169 . La théorie ci-dessus a des applications nom- 
breuses et très-intéressantes, surtout dans le calcul 

é 



( * ) Pour mieux faire entendre la choae , prenons l’un quelconque 
des arrangemens de six lettres, par exem^e, celui-ci 
a d bc ef : 

il est clair qn’il y en aura cinq autres qui ne 'différeront de celui ci 
que par les cinq arrangemens que peuvent encore admettre les trois 
lettres a,b, c, l’une des trois occupant toujours la première place 
à gauche et les deux antres occupant les troisième et quatrième 
places , en maintenant toujonrs la lettre d à la seconde place, la 



lettre e à la cinquième ei 


ty à la sixième. 


Ces termes seront 


a 


d 


ch 


v/ 


b 


d 


ac 




b 


d 


ca 


• e/ 


c 


d 


ah 


\ e/ 


c 


d 


ba 


ef. 


La même chose doit se 
primitif 


dire, en 


parlant d’un antre arrangement 


a 


e 


hc 


. df ; 



et ainsi de suite. D'où il soit que lorsque les trois lettres a, b,c , 
deviendrontégales à a, chaque groupe composé de six arrangemens, 
se réduira à un seul terme. 
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des probabilités , comme on le verra dans le secoi^ 
volume de ce traité. Nous n’en ferons ici que deux 
applications. 

Probl. I. Six personnes doivent se placer autour 
dune table, et les places doivent être tirées au sort; 
deux amis qui font partie des convives , désireraient 
être voisins : combien y a-t-il de chances pour et com- 
bien y en a-t-il contre'^ 

Six personnes peuvent, être arrangées de i x 2 x 3 
X 4 X 5 X 6 ou de 720 manières différentes : cela 
posé , désignons l’un des deux amis par j 4 et l’autre 
par B : en supposant à la droite de £ , si l’on 
considère ces deux personnes comme n’en faisant 
qu’une , les six convives se réduiront à cinq , et 
admettront iX2x3x4xS, ou 120 arrangemetas 
différens, et, dans toutes ces dispositions, les deux 
amis resteront toujours voisins et à droite de B. Si 
l’on suppose ensuite à la gauche de i?, il y atira 
120 autres arrangemens sous cette condition. La 
question serait donc résolue , si les six penonnes 
étaient sur la même ligne ; mais ils doivent être 
autour d’une table, en sorte que les deux amis peu- 
vent occuper les deux extrémités de la ligne, parce 
que ces extrémités venant à se réunir, ils seront en- 
core voisins : or , sans changer cette disposition , 
les quatre autres personnes intermédiaires pourront 
admettre iX 2 x 3 x 4 =a 4 arrangemens ; et comme 
il en sera de même en supposant que A prenne la 
place de B et réciproquement, on aura encore 24 dis- 
positions favorables aux deux amis. Les chances 
favorables seront donc au nombre de 120+120-1-24 
+24 = 288, et les chances contre, au nombre de 
720—288=432. Mais la probabilité de l’arrivée d’un 
événement, s’estimant par le nombre des cas. fa* 



1 
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-vbrables , divisé par le nombre des cas possibles, 

la probabilité pour, sera donc proba- 



bilité contre , qui est le nombre des cas contraires , 



divisé par celui des cas possibles. 



sera 



720 5 



ainsi les probabilités pour et contre seront dans le 
rapport de u à 3 . 



Probl. II. On demande les rapports erüre les nom- 
bres d extraits , dambes^ de ternes^ de quatemes et de 
quines que peuvent donner cinq numéros sortons , et 
ceux qu'on peut faire avec les 90 numéros de la 
loterie. 



Désignons par E A , T, Ç , et ç les nombres 

d’extraits, ambes quines, qu’on peut faire avec 

cinq numéros , et par Ey A y T y Q, q , ceux qu’on 
peift faire avec 90 numéros. £n observant que les 
arabes, ternes , quaternes, quines , qu’on peut faire 
soit avec 5 , soit avec 90 numéros, sont en même 
nombre que les produits différons a à a, 3 à 3 , 
4 à 4 > ^ à 5 , qu’on peut faire avec 5 ou avec 
90 lettres , on aura 



, 5 

A— 

I X a 

y, 5x4x3 

ï X a X 3 

Q _ 5 x 4 x 3 xa 

J X a X 3 x4 



E — tys 

I X a 

jy 90 X 89 X 88 

1X2x3 

^ 90 X 89 X 88 X 87 

1 X a x3 x4 



Sx 4 x 3 xaxi 
I xax 3 x 4 x 5 



, 90 X 89 X 88 X 87 X 86 

ixax 3 x 4 x 5 
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D’où l’on tire, 

£ : ir z= 1 : i8 

A : A — I : 4 <>o ,5 
T : T = I : 11748 
Q : Q = i : 5i io38 
q : q z= 1 : 43949268. 

Or , pour 

un extrait gagnant on reçoit 

Ambe 

Terne 

Quaterne 

Quine 

tandis qu’il résulte du calcul des probabilités (a‘ sect.) 
et de ce qui précède, que, pour l’égalité du jeu, la 
loterie devrait pour 

un extrait gagnant donner 18 fois la mise 

Ambe 4 oo ,5 

Terne 1 1 748 

Quaterne 5 iio 38 

Quine 43949268. 

170. On peut encore présenter la formule du bi- 

nôme* sous une forme très-simple , en partant de ce 
développement 

{P+PÇy = 

-t — i -+-etc. 

I. a. 3 

qu’on tire de la formule {F) fi6i), en changeant x 
en i* et a en PQ : maintenant si on désigne par A 
le premier terme, le second sera mAQ : si celui-ci 
est représenté par le troisième le sera par 

5 Q; celui-ci étant C, le quatrième sera CQ, 

et ainsi de suite, en sorte qu’on aura 

(P-{-PQ)« = P>«+mAQ-{-^^^BQ+'^^CQ 

m — 3 _ _ 

-t — —DQ+etc. 
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On peut appliquer cette formule au développe- 
ment de (aa+ 3 z)^ : à cet effet, comparant (aa-4-3z)* 
avec (P+PQ)’^ , on aura 

iwz= 4 , P=aa, PQ = 3z, d’où Q=~ 

aa 

et faisant ces substitutions dans le développement 
ci-dessus , on aura 

( a« -H 3 Z y — 1 6a^ -H g6a’z - 4 - a 1 6a ’ Z ■ -t- a 1 6az’ -t- 8 1 Z* 

1 7 1 . Enfin nous déduirons de la formule générale 
du binôme, cette propriété déjà démontrée (109), 
savoir que x“ — a™ est exactement divisible par 
X — a , m désignant un nombre entier absolu. 

Soit 

X — a = z, d’où x=z+a\ 
en élevant les deux membres de celte égalité à la 
puissance m , on aura 

x'»=z'"-|-/naz'"— ‘A- *^ a*z”»— -t-/na*»— »z 

i.a 

-t-a»» , 

retranchant a”* de part et d'autre , et observant 
qu’alors z devient facteur commun de tout le reste , 
on aura , 



I 



i-|-giaz”— *^ g*z”»— 'I 

et, après avoir remplacé z par x — a, 

X”- a"*= 

(x — a) — a)">— » -h ma (x— o)*— -♦-ma'"—-* | 

et comme le facteur entre parenthèses, doit toujours 
s’arrêter pour m nombre entier , on en conclut que , 
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dans ce cas, x — a est facteur de ar" — a”. 

En divisant les deux membres de l’égalité précé- 
dente par X — a, on obtient 

-fl” 

= (x — a)"»—' -\-ma(x — » 

X — a ^ ' 

d’où on déduit, pour x=za,' 

O 

- = ma’^—' 

O 

en observant que , sous cette hypothèse , tous les 
termes du développement s’évanouissent , à l’excep- 
tion du dernier qui devient la valeur vraie de la 



fraction -■ Au reste, l’évaluation des fractions qui 

se réduisent ainsi à parone seule hypothèse, sera 

le sujet d’une théorie particulière que nous dévelop- 
perons ( Chapitre XXI ). 



I 



CHAPITRE XII. 

nx l’eXTRACTIOIT des RAClIfES DES POLTirOMES. > 

17a. Avant d’en venir à l’extraction de la racine 
^ime d’un polynôme, nous démontrerons quelques 
formules qui suffiront pour l’extraction des racines 
carrée et cubique, auxquelles il conviendra d’appro* 
prier d’abord la théorie générale qui fait le sujet de 
ce chapitre. 

173. On sait (i 43 ) que 
(a + l>)' =za’ 

Passons au carré du trinôme a-Hù-l-c ; en regar- 
dant n-h A comme un seul terme, on aura, d’après 
la formule précédente, 

(n -t- (o -4- A)’ - 4 - a (<i-4" A) 

Pareillement si dans le quadriuome a-t-é+c-i-d, 
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on regarde la somme des trois premiers termes 
comme un seul terme, et si dans le carré on rem- 
place {a-k-b^c)' par sa valeur tirée de la formule 
précédente, ou obtiendra 

Pour passer de ce développement à celui de 
(a H- i -H c -4- , il sera plus expéditif de chan- 
ger dans la formule précédente d en d+f, et on 
trouvera facilement 

{a-\-b-^c-^d-\-f } '=(a+b) ‘+^(a+b)c+c’ 

* et de la même manière, on obtiendra 

> {a+b+c+d+/-{-gy=(a+b)’-\-h(a+b)c-\-c* 
-{-'i{a+b-\-c)d+d’ 
+^(a+b+c+d)y-k-/‘ 
+a{a+b-hc-i-d-{-/)g+g‘ 

On conclut de ces formules qu'après avoir obtenu 
les deux premiers termes de la racine carrée , et 
retranché leur carré du polynôme donné , il faut , 
pour chaque terme ajouté à la racine ^ faire le double 
produit de la somme des termes précéderas par le 
nouveau terme ^ le carré du nouveau terme, et retran- 
cher le tout du polynôme reste. 

m • * 

On peut encore faire le carré d’un polynôme, en 
regardant la somme de tous les termes qui suivent 
le premier , comme un seul terme : ainsi , par 
exemple , 

{a-k-b-^-c-^d-^f+g)' 2 = a' -y--x{b-\-X-k-d-\f-{-g)a 

+{b-yc-k-d-^f+gy 

mais , d’après la même décomposition , on a 
(ô+c-H ’ -+-a(c-*-c?-t-/-t-g')5 

• -f-(c-4-c?-4-/-t-g)’ 
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(c+d+Z+gY =c‘+i{d-i-/+gY+(d+/+gy 
{d+f+gY = d’ +i(f+g)d+(f+gY 
i^+gy=f’+^/g+g' 

Ainsi, par des substitutions successives faites dans 
la première formule , on aura 

+B' -\-nB{c+d+/-i-g) 

+c' +'xc{d+f+g) 
-^-d'+id(/+g) 

+/’+^fg 

-^g' 

On étendra facilement cette formule à un plus grand 
nombre de termes. ' 

Venons au cube. On a d’abord 

(a+5f = a^+3a* B+5aB’ +P 
{a+B+cy ={a+Bf+3{a-+-B)' c+3{a+B)c* +c^. 
Pour faire le cube du quadrinome a-+-B-\-c+d, on 
regardera les trois premiers termes comme n’en fai* 
saut qu’un seul, et après avoir remplacé (a+B+c)* 
par sa valeur précédente , on trouvera 
(a+B+c+dy={a+B'f+Z{a+B)’c+3(a-hB)c'+à 

Pour passer de ce cube à celui d’un quintinome, 
on changera d en <f+y, ce qui ne portera que sur 
la ligne inférieure qui deviendra 

3 (a i + c) ’ + 3 + A c j * "f" > 

effectuant les opérations et rassemblant les termes 
de d, d\ f/’, fyf*, /*, on trouvera 

Z{a+B -\-cY d-^Z{a-\-B+c)d' -\r^ 

+Z[{a-\-B-\-cY + ida+B+c)+d'y' 

+3(a-+- 

= 3(a+ A+c) ’«/-t-3(a-t-A4-c)^’ 

En sorte que 

^a-l-A-i-c-t-</j*:=(a-t-A}*+3(a"t*A)’c-|“3(a+^)c’*t”C* 
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+3(a+i4-c)V/+3(rt+Z>4-c)rf’+ÉP 

On trouverait de la meme manière 

c+d+JY —{a+b'f-\-Z{a+by c 
+ 3(o+A)c’+c^ 

+ 3 (a -I- 5 -t-c) ’ rf + 3(a H- i -t- c) J’ + if 
-^“?>(a.-\-b-\-c-\-dyf-\-'i{ci-\-b H-c +</)_/'’ +_/^ 
+Z{a+b-\-c+d-\-f)'g-\r'b{a-{-b+c+d-^f)g' 
et ainsi de suite. 

Ainsi , lorsqu' ayant déjà retranché du cube donné, 
le cube de la somme des deux premiers termes de la 
racine , on a obtenu le troisième de cette racine , il 
faut faire le triple carré de la somme des deux pre- 
miers termes par le troisième, plus le triple produit 
de ces deux termes par le carré du troisième , plus le 
cube du troisième , et retrancher cette somme du pre- 
mier reste ; et, en général, à mesure qu’on découvre 
un nouveau terme de la racine, il faut faire le triple 
carré de la somme des termes précédens par le nou- 
veau terme , plus le triple produit de cette somme par 
le carré du nouveau ter me, plus le cube de ce nouveau 
terme, et soustraire le toiU du reste correspondant. 

Soit un polynôme de cinq termes : on peut en 
faire le cube , en regardant comme un seul terme 
la somme de ceux qui suivent le premier ; on aura 
donc 

{a-\-b-^ c-\r d-\-fy ziXi ef -\r'ia'{b-\rC-\-d-\-f^ 

-\-'ia{b-{-c-\-d-\f f -{-{b-^c-{-d-\fŸ 
mais aussi, et sous la même hypothèse, on a 
yb-\-c-\-d-{-Jf — b^-\-Zb'ic-\-d-\f)-^^b{c-\rd-\-f)' 

-h-{c-\-d-{-jy 

(c+i/+/)* = c* -^'5c’{d-\-J )-ir"^c{d-\-f)'‘ ■•^•{d-i-fy 

{d-i-fŸ—d^+Zdf-^Zdf*-yf^ 



Digiiized by Google 




ÊLÉMENS D’ATXÈBRE. i4i 

et par des substitutions successives > 

{a+b-\-c-\-d-{- yj ’ = O ’ +3a’ (b-\-c-\rd-\rf) 
-\-Za{b-\-c+d-^J) ’-^{b-\-c-{-d+lf^ 

-f"4’ +34’(c+</+/ )+34(c+i^H-y) ’ -f-(c+i^-+y)* 

+c’+3c’(</+/)+3c(</+jQ’ -^{d-}rf) ’ 

+d’+3</y+36y* + 

174- ^ que nous venons de dire suffirait pour 
extraire la racine soit carrée, soit cubique, de tout 
polynôme. Nous allons généraliser la question , et 
procéder à l’extraction de la i^acine : dans ce 
qui va suivre , nous supposerons les polynômes sur 
lesquels oq opère, ordonnés par rapport aux puis* 
sances décroissantes^ d’une certaine lettre , comme 
on l’a fait dans la division , et nous désignerons les 
termes par le rang qu’ils occupent, en allant de 
gauche à droite , ou du terme de plus grand à celui 
de moindre exposant. Nous supposerons d’ailleurs 
les polynômes complets. 

Lemme I. Le premier terme de la mime puissance 
d^un poljrnome, est, sans réduction ni modification 
quelconques, la mi°>« puissance du premier terme de 
ce polynôme. 

En effet , il est clair que le premier terme du pro- 
duit de m polynômes est, sans réduction ni modifi- 
cation , le produit des premiers termes de ces poly- 
nômes; or, les polynômes étant tous égaux entr’eux , 
leur produit devient la m^”'* puissance de l’un d’eux, 
et le premier terme de ce produit devient, en même- 
temps , la puissance du premier terme du poly- 
nôme donné , ce qui démontre l’énoncé. 

On prouverait de la, même manière que le dernier 
terme de la puissance du polynôme est, sans 
réduction ou modification , la m*^* puissance du der- 
nier terme de ce polynôme. 
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Lemme II. Si de la mé™ puissance dun polynôme^ 
on retranche la m«me puissance de la somme de ses 
r premiers termes , le premier terme du reste sera , 
sans réduction ni modification, m fois la (m — i)^ 
puissance du premier terme du polynôme^ multipliée 
par son terme du rang r+ 1 . 

Soit 



le polynôme dont il s’agit , où ^ , B... G , 
désignent des nombres , ou n'iéme des polynômes 
encore ordonnés : il faut prouver que le premier 
terme de la différence 
j:" + Z lx"— ‘ 4- ... .'-H 

4- Gjit"— '■+»)"» 

est m x Hx"—'. Si l’on développe par la 

formule du binôme, la puissance ‘4-... 

4-Gj:"— '■■^‘ 4-Jïx"— '4-....4-^)", en regardant la som- 
me ./^x"4-5x"— ' 4 -.... 4 -GX*'— ‘ comme un seul ter- 
me, et le surplus .‘/x"— ''4-.... 4-^ comme un autre 
terme, et qu’on fasse les réductions dans le premier 
membre , il viendra (Chap. XI. ) 

m{Jx”-^ Bx"~' +■ 4 - ‘)™“ ‘ x (iïx"— »• 

4-....-+-A") 

i.a ' 

x(fl^— '■ 4 - +F)' • 



m m — I m — p-\-t , ^ . 

4- (^x"4-....4-Gx"-'^-^-«^V«-/ 

12 P 

X (Hxy-’‘+ 4-^>4^'....’étc . (3f) 

sur quoi on doit remarquer ijue le premier terme 
manquant , la plus petite valeur de p dans le terme 
général, est l’unité : considérons à part, ce terme 
général , savoir : 
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m m — I m — p-\r i 

i' a P 






) 



X {Hx"—'-+....+ vy 

et cherchons quel est le terme le plus élevé ou de 
plus haut exposant en x de son développemept : 
d’abord le terme de plus haut exposant dans le dé- 
veloppementde,(.</x"+.flar"— Gx"-'* est 
(Lerame I**') /">, et le terme analogue dans 

le second iâcteur polynôme, est Hpx”P—’'P : donc le 
terme le plus élevé , donné par le terme général , 
sera 



m m — 1 
I a 



m — p-k-t 
P 



A"'-p.Hpx"^—’^p. 



On aura donc le terme de plus haut exposant de 
{M) , eii donnant à p une valeur qui rende l’expo- 
santdearle plus grand possible, valeurqui correspon- 
dra àla pluspetite de celles qu’on peut prendre pour '^ 
dans l’exposant mn — rp , et qui ne peut être que 
p=i, d’après la restriction ci-dessus ; ou a donc 
pour le plus grand terme 



m . 
-A'»- 



I 






comme nous l’avons annoncé. 



Sous les hypothèses n=i,=a,=:3, etc., le terme 
Hx’'—' devient le second , le troisième , le quatriè- 
me, etc., terme de la racine; donc lorsqu’on a déjà 
obtenu le premier terme de la racine par l’extraction 
de la racine du terme de plus haut exposant de 
la puissance m^ donnée , et retranché la puissance 
m de ce terme , il faut , pour avoir le second terme 
de la racine , diviser le premier terme du premier 
reste , par m fois la puissance m — i du premier 
terme de la racine; puis complétant la puissance m 



• i 



% 



% 
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de la somme des deux premiers termes de la racine, 
et soustrayant, on a un reste : en divisant sou pre- 
mier terme par m fois la puissance m — i du premier 
terme de la racine , on a le troisième terme de cette 
racine : on complète alors la puissance m de la 
somme des trois premiers termes, et on la retranche, 
ce qui 'donne un troisième reste dont on divise tou- 
jours le premier terme par m fuis la puissance m — i 

du premier terme de la racine, et ainsi de suite. 

\ • 

Pour OT=a,= 3 , on retombe sur les règles pour 
l'extraction des racines carrée et cubique. 

lyS. lorsque la racine ne doit pas avoir plus de 
quatre termes, on peut l’obtenir assez simplement 
parle procédé suivant qui n’exige que des opérations 
sur des monomes. En extrayant les racines des 
deux termes extrêmes du polynôme propo.sé on 
obtient les termes extrêmes de la racine : divisant 
ensuite le second et l'avant dernier terme de la puis- 
sance m donnée , respectivement par m fois la 
(jn — i)en»e puissance du premier et du dernier terme 
de la racine, on obtient pour quotiens le second et 
l’avant dernier terme de cette racine. Il restera à 
véri&er l’exactitude du résultat. 

1 76. Enfin, lorsque dans l’un des restes , le terme 
de plus haut exposant n'est pas exactement divisi- 
ble par m fois la puissance {m — ijeme premier 
terme de la racine, ce terme fait partie du reste de 
l’opération, et il servira ainsi que les termes qui tom- 
bent dans le même cas , à trouver l'approximation 
de la racine. 

• • % 

177. Nous allons éclaircir ces généralités par quel- 
ques applications. 



9 
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i«>’ Exemple. Extraire la racine carrée de l\a' 

Carré / Racine 

4a’ — [\ba-\-b'\ ua — b 

l\a double du i” terme de 

reste — [\ba-\-b'\ la racine. 

+ t\ba — b' 
a “« reste o 

a™* Exemple. Extraire la racine carrée de ga* — 
(iab + 6c)a + 41 >’ + 4 bc + c’. 



Carré I Racine 

ga’ — (ia4-»-6c)a-H4^’ +4 ^cH-c’\ — ( >h-\-c) 

1 " reste— ?iaA+6c)a + 4A’ + 4 Ac-4-c’/ (j^ ^ double 
-4-( ia4 + 6c)q + 4A’ +4Ac+c’ j du !«*• terme 

a“* reste o \ de la racine. 

Au lieu des racines aa — b et 3a — (a A + c), que nous 
venons d’obtenir, on pourrait prendre — ia + b% 
— 3a+ (aA + 6), parce qu’une racine carrée est vraie 
sous les deux signes + et — (i33). 

3“« Exemple. Ejfectuer les opérations indiquées 

10 par v/^ ^ — X a’A — l\d'^-\rl\ab ’ ; 

C ^0 



a® par 



V- 



a‘ 



3a’ -h6ac + 3c’ 



bcv'ab 

a+c 



la première donne — x v^ab : la seconde donne 




4”® Exemple. Extraire les 
nomes suivons 

1“... a-t-^+a \/ab 



\/ ab 
a-Hc" 

racines carrées des poly- 



a“... a^+ai-H- 






3“... 



a* 

V» 1 



40 ... a^~C,a^ b^ -yb- -h/,a'bv^—s—l,b'gy'— t 

a* au’A’ A* 



10 
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•y ^ « + V a"3+a»/l/AxV 

On multipliera a» par et 3® par a ^les racines 
étant ainsi multipliées par a* et a on les divisera 
par ces facteurs. Après les réductions, on trouvera 

que la racine carrée de 4° est^ ^^ * • Quant à 

5°, on passera d’abord des radicaux aux exposans 



fractionnaires, on multipliera par a”»>, puis ayant 
ramené tous les exposans à une même dénomina- 
tion, ou pourra ordonner, et enân on divisera la 

X 

racine par a ■’ cela fait on trouvera pour résultat 



RI ar 

v/a-^+ v/^5. 

4“*. Exemple. Extraire la racine carrée de a’ 
-t-(ab+i)a + b*. 

Cet exemple, quoique très simple, donnera lieu 
à quelques remarques. 

La racine carrée de a’ est a dont le carré a* re- 
tranché du poly nojiie proposé, donnele reste (ai-H i ) a 
-f- b' ; il faut maiiitenaut diviser (a5-t-i) a par aa, 
double du premier terme de la racine : mais en ob- 
servant que la partie -xba est la seule divisible par an, 
on aura le quotient b qui est la seconde partie de 
la racine : faisant le double de a par h, puis le. 
carré de b et retranchant cette somme , on obtient 
le reste a. Mais on aurait pu , à l’effet de rendre le 
second terme (aA-t-i) a du trinôme, exactement di- 
visible par aa, ajouter a à ce second terme, et, pour 
ne rien changer ajouter — a, ce qui donnerait le 
carré a’ -h a (A-h i) a -H A” — ai on trouverait alors la 
racine a-h(A-f-i). D’après la première manière d’o- 
pérer, on a extrait la racine du plus grand carré 
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contenu dans le trinôme ; d’après la seconde , on a 
extrait celle d’un carré supérieur : dans le premier 
cas, on a trouvé un reste a additif au carré de la 
racine, et dans le second un reste <z + aA+ 1 sous- 
tractif. 

5“® Exemple. Extraire la racine carrée de (a* — 
lah + al>')x* + 2 (ac — ad — de) x* + (ïam — aan — 
adrn + idn + ic' — adc + d^)x' -i-2(cm — en — dm + 
dn)x+ 2bn {m' — 2mn-\- 3/j’). 

Il faut d’abord extraire la racine; carrée du ternie 
de plus haut exposant de x : mais comme son 
coéfûcient est un polynôme, il conviendra d’ex- 
traire séparément sa racine carrée qu’on multipliera 
par celle de x* ou par x^ ; on trouve aisément que 
cette racine est (a — B) x' dont le carré retranché ' 
donne le reste 

+ — ad — bc)x' + {2am — aan — 2l>m-{-2bn 

-{- ac’ — 2dc - 4 - d‘)x‘ -\-2 {cm — en — dm + dn)x-+- 
(/n’ — a/n/J-f- 3 /i’ ). 

Il faut diviser le terme de plus haut exposant de ce 
reste, par a (a — b)x'\ mais b' x* n’étant pas divisi- 
ble , on essaiera la division de a (ac — ad — bc) x’ 
par a (a — A)x’ ; le quotient de a (ac — ad — bc) par 
a (a — b) est c — d avec le reste — a£r/; ainsi le se- 
cond terme de la racine sera (c — d) x: faisant main- 
tenant le double produit des deux termes et le carré 
du second, et retranchant cette somme du carré 
donné, on aura le second reste, 

♦ 

aWx’ -+- (aa/72 — aan — 2bm a^n + c’) x’ -t- 
a (cm — en — dm-\-dn)x + m'‘ — amn-+-3n’ 

dont le terme de plus haut exposant abdx^ n’est pas v 

divisible par le double a (a — b) x’ du premier 
ternie de la racine : ce terme doit donc faire partie 

10. 
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du reste de l’opération , et on essaiera la division 
du suivant par a (a — 1>) : à cet effet, on divisera le 

coéfûcient aam — aa« — uâm-huSn-tc’ para (a — A), 
et on trouvera le quotient m — n avec le reste c*. 
Ainsi ou a déjà obtenu ces trois termes de la racine 
(a — b) x' + (c — d) X + m — n : mais jusqu'ici on a re- 
tranché du carré proposé celui de {a — b) x' -t- 
(c— X. Il reste donc à faire le double produit de 
ces deux premiers termes par le troisième m — n , 
plus le carré de ce troisième, somme qui, retranchée 
du reste précédent, donnera c*x’-+-a/i’. Ainsi la 
somme des restes , sera b'x^-x- 'ihdx^ c’x’ -H an’. 

6“* Exemple. Extraire la racine cubique dev]a^ 
•— 54 ia* + 36 A’à — 8A’. 

Cube L Racine 

a7«’ — *)4Aa*+36A’a — 8?* | 3a — aA 

i" reste... — bi\ba' +36A*a — 8A’ 

- — 5/i ha ' + 366 ’ a — 86 * 

a« reste o 

7 “e Exemple. Extraire la racine cubique de 370 ’ 
— ^^ba' + 366’a — 86* + a 7 Ca* — 366ca + ia 6 ’c 
+ 9 c’a — 66 c’ +c’. 

On trouvera par cette racine 3a — a 6 + c. 

1 78 . Nous donnerons deux exemples de dévelbp- 
pemens de la racine carrée et cubique en suites in- 
finies, ce qui ne peut avoir lieu que lorsque les po- 
lynômes donnés ne sont pas des puissances par- 
faites. 

.Supposons, en premier lieu, qii'on ait à extraire 
la racine carrée du binôme a' +b' qui ne peut être 
un carré parfait : on aura ce tableau d’opérations : 



a 7 a’ triple 
I carrédu i" 
terme de la 
racine. 
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carré 


racine approchée 


—a’ 


A’ A® A® 

a-| g-j-h- etc. 

ia oa^ 10a 


I" Reste.. -\-b' 

4 a’ 


aa diviseur 


« 

a® Reste — 7—- 

4 a’ 

A< A« A' 

4a’ * 8a^ 64a® 


aa diviseur 


, „ A* A* 

A* A* A’" A* 

8a® i6a‘ * 64a* a 56 a"* 


aa diviseur 


z.T, SA» . A" A” 

^ ' 640® * 64 a“ a 56 a" 
etc. 


aa diviseur. 



Cette extraction se fait suivant les règles ordinaires 
qui consistent, comme nous l’avons dit, à extraite 
la racine carrée du terme de plus haut exposant 
qui est ici a’ , et à diviser ensuite le terme de plus 
haut exposant de chacun des restés; par le* double 
aa du premier terme de la racine. A partir du troi- 
sième reste, les exposans de a sont soustractifs ou 
négatifs ; mais d’après ce qui a été observé ( 78 et 
1 39 note on sait ordonner par rapport à ces exposans : 
au reste, on aurait pu les éluder ; à cet effet , et en 
supposant qu’on ne doive pousser la racine que jus- 
qu’au cinquième terme inclusivement, on multipliera 
le carré par a‘“, et alors la racine étant multipliée 
par on la divisera par ; dans ce cas, on aura 
à opérer sur le binqme et on rencon- 



trera ces restes successifs 1° £'a"’; 



a® — 



AV , AV 
4 8 
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, —5S’a^ b'^a^ b" . 

—64 ’ ~W~~^ "6^ *“ 



restes précédemment obtenus, multipliés, par a'° : 
on reconnaît alors facilement les plus grands ter- 
mes en a, et en les divisant par aa® double du pre- 
mier terme de la racine, on obtient cette racine 

bW bW 54V 

etc., 



«* + 



4 - 



ao" Bfl® ^ i6a“ laba® 
et après la division par a®, on retombe sur la ra- 
cine obtenue, laquelle ne se termine pas, d’après 
ce qui a été démontré (ii6). 

Pour approprier la racine de a’ -t- 4* aux applica- 
tions numériques, on fera a' = m, d’où a—Vm^ 
b' = n : par ces substitutions, on aura 

9 * 

n n 



v/- 



m-vn=v'm-^ 



nr 



•xV'm 8/nl/#ra 



-t-etc. 



m- 



n' 

’ a 8/n ' i6m‘ 
en posant 4’=± n, on aurait plus généralement 

/ • i ^ - 



T cTT 4 



n' 



etc.| 



t//n| ~ a 8m ~ itim‘ 

On aura donc attention , en comparant avec la for- 
mule /n ± n le nombre dont on veut extraire la ra- 



cine carrée , de prendre pour m le carré immédia- 
tement supérieur ou inférieur au nombre donné , de 
manière à avoir la plus petite différence n entre le 
carré m et le nombre proposé : en effet, les termes de 
la suite précédente, diminueront d’autant plus rapide- 
raentque le nombre 7î sera pluspetitparrapportau nom- 
bre /w, en sorte qu’il faudraemployer d’autant moins de 
termes pour avoir une approximation suffisante (88). 

Qu’on ait, par exemple, à extraire la racine car- 
rée du nombre i5o : on décomposera ce nombre 
en i44 , carré exact, plus 6, excès de i5o sur i44 • 
posant /n=i44 d’où l/w = i 2 , n = 6, on aura 



« 
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6 36 2 1 6 



loi 



24 8 x 1728 

et, après les réductions, 

I I I 



+- 



16 X 248832 



•etc.. 






i5o = 12 -I- 



-+- 



-etc : 



4 384 18432 

les trois premiers termes de cette série très con- 
vergente , valent 12 , 2474 , racine exacte dans les 
dix millièmes, puisque le quatrième terme donne qua- 
tre zéros à la suite de la virgule. 

Pour obtenir une série propre à donner avec 
toute l’approximation requise, la racine cubique des 
nombres , on extraiera , suivant les règles données , 
la racine cubique de a'+é’ : dans cette opération , 
on aura d’abord à extraire la racine cubique de a’ , 
qui est a , puis à diviser constamment le premier 
terme de chaque reste, par 3a’. De cette manière, 
on trouvera 



-etc. 



’/-rr-r3 

Faisant a^ = nz, d’où a= t/wi, b'=n, on aura 






m+n=v^m-+ 



n\/m n’\/m 



= v/- 



m!n- 



3/rt 



n 



cyn' 8irti 
) 

5n’ V^rp 



-etc. 



etc.l 



I '5m gm' ■ bi/n’ 
développement dans lequel on remplacera m par le 
cube le plus approchant en-dessous ou en-dessus du 
nombre dont on se propose d’assigner la racine cu- 
bique , et n par la difïérence en plus ou en moins 
entre ce nombre et m : alors la racine cubique .sera 
développée en une suite convergente. Dans l’un des 
chapitres suivans , nous reviendrons sur l’extraction 
des racines par les séries, comme application du 
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développement de la puissance fractionnaire d’un 

binôme. 

179. Supposons qu’on ait à assigner la relation 
qui doit exister entre les coéfHciens M , N ei P ^ 
pour que le trinôme 

Mx'-\-nNx-^-P 

soit un carré parfait ; il est tout naturel de com- 
parer ce trinôme avec la formule 

{ax+by =a' x' -\-iahx+b* , 
dans laquelle on lit que le carré de la moitié du 
coéfflcient de x, qui est a' b ' , est égal au produit a* 
du coéfficient de x', par le terme sans x, qui est b' : 
prenant les quantités analogues dans le trinôme > 
on aura pour condition cherchée 
N' = ni y. P, d’où A*— 
alors la racine du trinôme en question , devient 
X \/ïi+ \/~P, 

en observant’qu’à cause de a'=Met A* =i*, on a 
a= VM^ b= \/~P. 



CHAPITRE XIII. 

DES PROPRlirés DE L’ÉQDI-DIFPéREirCE, DE I.’éQÜI- 
QDOTIEHT , ET DE LA. SUITE DES RAPPORTS ÉGAUX. 

1 80. Nous avons fait connaître en arithmétique les 
propriétés usuelles de l’équi-différence , de l’équi- 
quotient et de la suite de rapports égaux; c’est pour- 
quoi nous nous bornerons ici à les rappeler, et à 
démontrer quelques théorèmes qui compléteront la 
théorie de l'équi quotient. 

181. Nous observerons que toute opération par 
voie d'addition , de soustraction , de multiplication 
et division , faite sur l’un et l’autre membre de l’é- • 
galité , 
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• a — b=.c — d 
donne une nouvelle propriélé de l’équi-différence. 
lüa. Passons à l’éqiii-quotient 
a c 

b=d 

qu’on note encore de l’unei ou de l’autre de ces 
deux manières 

a\b :: c : d, ou a : b = c : d : 
si l’on fait disparaître les dénominateurs, c’est-à-dire, 
si l’on multiplie de part et d’antre par bd, ou aura 
ad = cb; 

d’où l’on conclut que , dans toute proportion géomé- 
trique , le produit ad des extrêmes est égal au produit 
cb des moyens. 

Si l’on a l’inéqui-quotient 
a 



qui répond à 

ai b > ou <c: d; 

on en conclura ad> ou < cb , c’est-à-dire , le pro- 
duit des extrêmes plus grand ou plus petit que celui 
des moyens : ainsi l’égalité de ces produits, est une 
propriété caractéristique de la proportion géomé- 
trique. 

Si l’on part de l'égalité 

ad=cb. 



qui répond à 

a i h — Cl d 

et qu’on en divise les deux membres successivement 
par les six produits différens deux à deux qu’on 
peut faire avec les quatre termes a, h, c, d, 
(Chap. XL), on aura autant de propriétés de la pro- 
portion géométrique, parmi lesquelles on remar- 
quera celles-ci: 

a • c ■= b i d 
b i a ■= d i c 
c i a = d : b 



't 
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qui consistent en ce que, dans toute proportion , on 
peut I ® changer les moyens de place ; a® écrire les 
conséquens en place des antécèdens et réciproque- 
ment ; 3“ faire du second antécédent et du premier 
les deux termes d'un rapport , du second conséquent 
et du premier les deux termes de l’autre rapport 

De l’équi-quotient ^ ^ , on déduit ces égalités 



ma pc ma me . 

mb pd ’ pb pd ’ 

m, n, P , q étant des nombres quelconques en- 
tiers ou fractionnaires : donc les proportions 
ma : mb = pc : pd 
' ma •. pb — me : pd^ 

existent en même-temps que celle-ci 
a : b = c : d; 

et on en conclut qu'on peut , sans altérer une pro- 
portion, I® multiplier les deux termes (T un rapport 
par un même nombre , et les deux termes de f autre 
par un même autre nombre ; a® multiplier les deux 
antécèdens par un même nombre et les deux consé- 
quens par un même autre nombre. 

Les égalités 



a c 

b~ d 

f ^ 

g ^ 

i= " 

m P 
etc. 



qui répondent 
aux 

proportions 



a 



b = c : d 



/■■g = h 
l 



m = n 



etc. 



multipliées l’une par l’autre , donnent l’égalité de 
quotiens 

afl etc. chn etc. 

bgm etc. dÂp etc. 

et conséquemment la proportion 
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* 

a fl, etc. : bgm «te. = chn etc. : dkp etc. 
qui fournit cette conclu.«ion : Si Fon mulliplie au- 
tant qu’on voudra de proportion par ordre ou terme 
à terme , les produits résultans seront en proportion. 
Cette propriété comprend la suivante : lorsque quatre 
termes sont en proportion, leurs puissances et leurs 
racines de même ordre sont aussi en proportion. 

lit/* . a c 

En partant de 1 équi-quotient ^ = ^,on ji, 

a c 

^±m=-^±m, 

c’est-à-dire , 

a±mh c ± md 

~~b ~ H ’ 

et conséquemment, 

a±.mb h a 

c ±. md -5 c ’ 

d’où on conclut , pour m=i, 

a±ib :aoub=c±.d: coad 
a-\-b\a — b = c-\-d\c — d 
et conséquemment, i® la somme ou la différence des 
deux termes du premier rapport , est à F antécédent ou 
au conséquent de ce rapport, comme la somme ou 
la différence des deux termes du second rapport, est 
à son antécédent, ou à son conséquent : a® la somme 
des deux termes du premier rapport, est à leur diffé- 
rence, comme la somme des deux termes du second 
rapport, est à la différence des mêmes termes. 

^ . a * c 

En supposant toujours ® meme- 

temps , 

ma me . pa pc 

nb nd^ qb qd 

d’où résultent d'après la propriété (a®) ci-dessus , 
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ma -I- nB : ma — nB = me -h nd : me — nd 
pa + çB : pa — çB= pe qdi pc—qd, \ 

Ij» propriété (i°) appliquée à ces deux éqtii -quotients, 
douiicrait , 

ma ± nB : ma ou nB = me ± nd : me ou nd : 
pa ± qb : pa ou qb = pc ±: qd : pe ou qd; 
après avoir changé les moyens de place , et observé 
qu’il y a un rapport commun, on parvient à cette 
propriété générale, 

ma ± rd> : pa ±. qb = me ± nd : pc ± qd. . . . (M). 

. a b 

Comme on a aussi , - = ^ , et conséquemment , 

ma mb pa pb 

ne nd ' qe qd^ 

on en déduit 

ma±.neipa±.qe = mb±.nd:pb ±îqd .. . .(N). 
iU3. Supposons la suite de rapports égaux 
a e e g 

qu’on note communément de cette manière 
a:b = c:d=e:/‘=g:hz=etc.y 
ces fractions étant égales , on en déduira 
a 

b'—^ d~'^'J- 
d’où résultent ces égalités, 

a = bq, e = dq, e=fq, g — hq etc., 
dont la somme est 

a + c -h e + etc. = q{b-\-d +/-»- h -f- etc.) 

on tire de-là, 

a + e + e + g + etc. a e 

B + d-k-J'-h h+ etc. ^ b d 

mais en ajoutant deux, on trois, ou quatre, ou etc., 
des égalités précédentes, on a 

a + e a + c + e 

r- 






b 



b d 



=:etc. 
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Donc 



a+c+e+g + etc. a c a+c 

6 + d-h/-i- h+etc. b d ® b-\-d 



b-\-d-\rf 



= etc. 



Donc , dans toute suite de rapports égaux , la som- 
me de tous les antécédens,est à celle de tous les con- 
séquens, comme un antécédent est à son conséquent; 
ou comme la somme dun certain nombre dantécé- 
dens est à celle dun pareil nombre de conséquens 
correspondons. 



CHAPITRE XIV. 



BiSOLÜTIOir DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEeRÉ 
A UNE SEULE INCONNUE. 

i84> Noos offrirons d’abord quelques considéra- 
tions sur les quantités négatives , qui nous ont paru 
indispensables et qui ne peuvent laisser aucun nuage 
dans l’esprit. 

i86. On aperçoit, avec un peu d’attention, qu’in- 
dépendamment des valeurs absolues , on a sans ces- 
se à considérer dans les quantités leur mode d’exis- 
tence, c’^t-à-dire, l’opposition qui peut se trouver 
entre celles qui sont de même nature. Ainsi, par exem- 
ple, on conçoit clairement que la francs de bien, ne 
sont pas la même chose que la francs de dette; qu’un 
effort de la livres poids qu’il faut faire pour empêcher 
un ballon de s’élever, n’est pas la même chose que 
l’effort de la livres poids qu’il faut faire pour em- 
pêcher un poids de tomber; que l’intervalle de ra 
années qui sépare l’épcque actuelle d’un événement 
passé, n’eSt pas la même chose que l'intervalle de 
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douze années qui sépare la même époque d’un événe- 
ment à venir ; qu’un chemin fait dans un sens n’est 
pas la même chose qu’un chemin fait dans le sens 
contraire, etc. 

1 86 . La science des grandeurs ne remplirait donc . 
qu’une partie de son but, ou, pour mieux dire, elle 
deviendrait une source continuelle d’erreurs et de 
méprises , si se bornant à considérer les quantités , 
sous le seul aspect de la valeur absolue , elle négli- 
geait d’avoir égard à l’opposition qui peut souvent 
exister entr’elles : il fallait donc des symboles non- 
seulement pour' représenter les grandeurs absolues, 
mais encore pour différencier les divers modes 
d’existence qu’une même grandeur peut offrir : pour 
remplir ce but important, il suffisait d’une conven- 
tion et de deux signes, c’est-à-dire que lorsque plu- 
sieurs quantités de même nature, entreront simulta- 
nément dans une même question , et présenteront 
les unes à l’égaux des autres l’opposition dont il est 
question ici , on affectera de l’un quelconque de ces 
deux signes, toutes celles d’entr’elles qui offriront 
le même mode d’existence, tandis que l’autre signe 
affectera celles qui présenteront un mode d’existence 
inverse de celui-là. On applique à cet usage les 
signes connus -t- et — . 

H est donc essentiel de bien se rappeler que toutes les 
fois que , dans une même question , on a à consi- 
dérer des quantités dont le mode d’existence est op- 
posé, il est nécessaire d’affecter de signes contraires 
les symboles qui en représentent les valeurs abso- 
lues, mais que ce n’est que par une convention 
tout-à-fait arbitraire que les unes sont positives de 
préférence aux autres, et cela à nu tel point que, 
dans tout état d’une question , on peut changer la 
convention de signes d’abord établie , soit à l’égard 
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de tous les ëlémens dont cette question se compose , 
soit seulement à l’égard de ceux d'entr’eux qui 
sont d’une même espèce quelconque. 

187. On considère ici les signes + et — comme 
originairement institués non pas pour indiquer l’ad- 
dition et la soustraction, mais uniquement pour 
différencier entre elles les quantités dites positives 
et négatives : maintenant nous allons prouver que la 
dernièrë acception de ces signes, ne diffère pas de la 
première. 

— 1 1 M 

A M' A’ 

188. Considérons deux points A/ et df, rapportés 
successivement aux points A et A', origines com- 
munes des distances, et désignons par x celles des 
points A/ et AT au point A , par x celles des mêmes 
points au point distances que nous supposerons 
égales , et par A la distance AA : on aura 

AM— AA + AM=A + x'=zx 
AM'=AA—AM=A—x=x : 
on voit donc que si on veut rendre la même for- 
mule analytique 

x=A -h x ' , 

applicable aux points M et M situés à droite et à 
gauche du point A , il faut regarder pour le point 
M la valeur de x comme négative par rapport à 
celle de x' relative au point M, et on observe que le 
changement de signe de x', répond au changement de 
position du point par rapport à l’origine A des dis- 
tances. 

liOrsque les deux origines A et A se confondent 
au point A, on a AA =A=io, et les formules ci- 
dessus deviennent 

'x= + a;z=AM, x=—x'=AM. 

Ainsi deux distances comptées à droite et à gauche 
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dune même origine A\ et sur une même droite, 

doivent être affectées t une du signe + , C autre du signe — . 

Si on transporte le point A en Af , la distance 
AM devient MM, et on a 

si on transporte le même point A en M, la distance 
AM devient MM , et on trouve 
MM= — x'-. 

donc deux distances M M, MM' comptées des deux 
origines M et M sur la ligne qui les joint , et en al- 
lant de tune vers Vautre , prennent des signes 
différens. 

Les signes + et — indiquent donc deux sens ab- 
solument opposés par rapport à un point, une ligne 
ou un plan ; d’où il résulte que si ayant porté con- 
formément à l’acception de ces signes, les deux lou- 
gueurs-t-tl, — «i, perpendiculairement à une ligne, 
et à partir d’un même point, l’une au-dessus, l’autre 
au-dessous , on transporte celte ligne ou axe \paral- 
lèlement à lui-même, de manière qu’il passe par 
•l’extrémité de — d, la longueur — d rapportée à cette 
nouvelle position de l’axe , deviendra zéro : on pourra 
même la rendre positive, en éloignant encore l’axe 
dans le même sens et parallèlement à lui-même. 11 
en est de même , quant aux signes , de deux arcs 
de cercle , comptés d’une même origine, ou d’un 
même point de la circonférence et dans deux sens 
opposés. 

Arithmétiquement, lorsqu’au lieu de soustraire 
4 de 7 , ce qui donne le reste 3 , ou soustrait 7 
de 4) Qn doit, d’après les conventions précédentes, 
noter le reste par — 3. * 

189. 11 s'agit d’examiner si les quantités négatives 
isolées doivent être considérées comme plus grandes 
ou moindres que zéro : avant de résoudre cette ques- 
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tion , il faut distinguer deux sortes de zéro , savoir : 
le zéro absolu, symbole du pur néant au-dessous du* 
quel il ne peut rien se. trouver, et un zéro de dé- • 
pari, (lorigine ou conventionnel, auquel se rappor- 
tent les quantités positives et négatives. Lors donc 
qu’on demande si une quantité peut être moindre que 
zéro, on répondra qu’une quantité considérée abso- 
lument, ne pouvant être ni positive ni négative, 
ne peut être moindre que le zéro absolu ; mais que 
dès-lors qu’on a égard au signe de cette quantité , 
on annonce par cela seul qu’il existe pour les quan- 
tités de même nature qu’elle, un zéro de départ 
ou d’origine, et qu’ainsi si elle est négative, zéro 
doit la séparer des quantités positives. .Si, pour fixer 
les idées, on imagine toutes les longueurs possibles 
disposées par ordre de grandeur, et à partir d’une 
même origine o sur une même ligne verticale , les 
positives au-dessus «le zéro, et les négatives au- 
dessous, on pourra dire que de même qu’une quan- 
tité positive plus petite est au-dessous d’une autre 
quantité 'positive plus grande, une quantité négative 
plus grande, est au contraire, au-dessous d’une 
quantité négative plus petite, et, à plus forte rai- 
son, au-dessous de zéro, et des quantités positives. 

1 90. La question des quantités au-dessous de zéro, 
correspond exactement à celle des quantités au-des- 
sous de l'unité : car de même qu’il y a deux sortes 
de zéros , il y a deux sortes d’unités , savoir : une 
unité absolue , au-dessous de laquelle rien d’existant 
ne saurait se trouver, en ce sens que pour exister, 
il faut, au moins, être un, et une unité conven- 
tionnelle qui admet des quantités au-dessus et au- 
dessous d’elle, ces dernières étant les fractions vraies 
comprises entre cette unité et le zéro limite ou con- 
ventionnel. Ainsi de même qu’on dit que -î est au- 

1 1 
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dessous de cette unité, et que ^ est au-dessous de j, 
on dira, dans un sens analogue , que — 4 est au-des- 
sous de zéro, et que — 4 est inférieur à — 3. 

igi. Tout ce que nous venons de dire ne con- 
cerne que les quantités concrètes : en passant de 
celles-ci aux nombres abstraits, existe-t-il entre deux 
de ces nombre^ quelqu’opposition dans la manière 
d’être? Examinons les cas qui offrent de tels nom- 
bres : le premier a lieu , lorsqu’on cherche le rap- 
port entre deux quantités de même nature; dans ce 
sens, le nombre abstrait exprime combien de Jois 
une quantité donnée doit être répétée pour former 
une autre quantité donnée de la même espèce. Le 
second cas a lieu, lorsqu’il s’agit d’assigner le rang 
d’unè grandeur parmi plusieurs autres, par exem- 
ple, le rang d’un terme dans une suite par différen- 
ces égales, par quotiens égaux, etc., etc. Ces notions 
posées,si l’on demande, par exemple, quel est le rapport 
entre la francs de bien et 4 francs de bien, on répon- 
dra que c’est le nombre abstrait 3, lequel est aussi 
le rapport entre la francs de dette et 4 francs de dette. 
Si l’on demande ensuite quel est le rapport soit en- 
tre la francs de bien et 4 francs de dette, soit en 
tre la francs de dette et 4 francs de bien, on aper- 
cevra avec un peu d’attention , qu’il existe un 
moyen de faire soit i a francs de bien avec 4 francs 
de dette, soit la francs de dette avec 4 francs de 
bien , et que ce moyen consiste à répéter 3 foLs les 
4 francs soit de dette, soit de bien, et è changer 
ensuite le mode d’existence du résultat obtenu ; or, 
dans le dernier cas, rien n’empêche d’indiquer tout 
d’un coup, la double opération, en faisant précéder 
du signe — le nombre abstrait 3 , pourvu que , dans le 
premier cas, ou écrive, ou qu’on sous-entende le signe 
-f- devant le même nombre abstrait 3. Ou dira donc 
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que prendre une quantité -h i fois, c’est la répéter 
3 fois, en lui conservant son mode d’existence ou 
son signe, et que prendre unequantilé — 3 fois, c’est 
la répéter 3 fois, en changeant son mode d’existence 
ou son signe. 

Quant à la seconde sorte de nombres abstraits, 
convenons qu’après avoir écrit une série dont ou 
connaît la loi, on ait numéroté par i, 2, 3, 4, etc., 
ses termes de gauche à droite ; rien n’empéchera 
qu’.^ l’aide de la loi de cette série , on ne la pro- 
longe vers la gauche du terme qui porte le numé- 
ro I tout aussi bien que vers la droite, et alors on sera 
naturellement conduit, d’après tout ce qui vient d’élre 
dit, à numéroter par o, — i, — 2 , — etc., les nou- 
veaux termes à gauche de celui dont le rang est 1 : 
ici le zéro peut être déplacé arbitrairement. 

Tout le monde admet comme vraie la proportion 
1 : — I = — I : -t- 1 ; 

or, si les quantités négatives sont moindres que les 
positives, il s’ensuivra cette conséquence absurde 
que, dans une telle proportion, tandis que le pre- 
mier conséquent sera surpassé par son antécédent, 
le second conséquent, au contraire, surpassera son 
antécédent. Pour résoudre cette difficulté, on ob- 
servera qu’il ne faut jamais chercher dans une chose 
que des propriétés qui résultent nécessairement de 
sou essence, c’est-à-dire, de sa définition : or, l’es- 
sence d’une proportion géométrique, est uniquement 
’ que le quotient des deux premiers termes, soit égal 
au quotient des deux derniers : et c’est parce que 
les quatre nombres que nous considérons, satisfont 
à cette condition primordiale, qu’ils sont reconnus 
pour être en proportion. 11 arrive bien quelquefois, 
dans la proportion géométrique, que le second fer- 
me étant moindre que le premier, le quatrième est 
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moindre que le troisième : mais cette propriété essen* 
tielie aux proportions arithmétiques, n’est qu’acci- 
dentelle à l’égard des autres et ne s’y fait remar- 
quer que lorsque tous leurs termes ont le même 
signe. 

Nous venons de rencontrer une proportion géomé- 
trique dans laquelle le premier terme surpassant le 
second de deux unités, le troisième est, au con- 
traire, surpassé de deux unités par le quatrième. 
Voici, à l'inverse, une proportion arithmétique dans 
laquelle le premier terme contenant deux fois le se- 
• cond, le troisième e.st, au contraire, contenu deux 
fois dans le quatrième ; c’est la proportion, 

a . I : — I . — a, 

et celte proportion est exacte, en ce qu’elle satisfait 
k la condition de définition, et que toute autre pro- 
priété , si elle n’est pas essentiellement renfermée 
dans celle-là, ne peut que lui être accidentelle. 

Lorsqu’on compare entr'elles , sous le point de 
vue appelé rapport géométrique, deux quantités, 
l'idée de ce rapport est évidemment complexe : elle 
se compose 1“ de l’idée du rapport numérique, dé- 
pendant de leurs grandeurs respectives considérées 
absolument ; a<> de l’idée du rapport du sens, de 
l’état ou des directions de ces quantités, rapport 
qui, dans ce cas, ne peut être que t identité ou t op- 
position. Celte question agitée à diverses reprises par 
les géomètres, et, dans ces derniers temps, par le' 
célèbre Carnot, donnerait lieu à une discussion très 
étendue , si on voulait l’approfondir ; mais nous 
avons dû la resserrer et la restreindre à ce qu’il im- 
porte aux comraeiiçans d’en connaître : d'ailleurs la 
solution d’une série de questions choisies à dessein, 
et les réflexions auxquelles chacune d’elles, donnera 

I 
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lieu , auront le double avantage d’éclaircir les no- 
tions que nous venons de poser et de les compléter. 

19a. Toute quantité qui de positive quelle était, 
devient négative, ou réciproquement, passe nécessai- 
rement par zéro ou par V infini. 

La première partie de l’énoucé, est déjà établie 
dans ce qui précède ; pour démontrer la seconde , 

soit le passage de m — n du positif au 

'négatif qui répond à celui de p du positif au né- 
gatif, se fait par zéro, auquel répond p = x> . Nous 
avons rencontré ces deux circonstances (79): on sait 
aussi que, pour quelques unes des lignes trigono- 
métriques , le passage du positif au n^atif , se fait 
par zéro , et que pour d’autres , il se fait par l'in- 
fini. On a vu (Aritb.), que les logarithmes des nom- 
bres plus grands que l’unité, sont positifs; que ceux 
des fractions vraies sont négatifs, et que celui de. 
l’unité est zéro. 

193. Toute quantité qui de réelle devient imagi- 

naire ou réciproquement , passe par zéro , ou par 
F infini. * 

C’est ce qu’on conclut facilement de ces expressions 

X \/ a' — r* ; x= 

considérées sous ces trois relations y<a, y=:a, 
y > a. 

194. Nous avons énoncé dans les préliminaires ( 10) 
quelques préceptes généraux dont on pourra s’aider 
dans la traduction algébrique des questions, pré- 
ceptes dont l’application est plus ou moins facile, 
suivant la nature des problèmes, la capacité et l’exer- 
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cice de cèlui qui entreprend de les résoudre. Nous 
avons dit que l’expression en symboles algébriques, 
des deux phrases équivalentes contenues dans l'é- 
noncé de la question, est ce qu’on nomme une équa- 
tion laquelle diffère de ü égalité, en ce que la pre- 
mière renferme une ou plusieurs inconnues combi- 
nées avec des nombres donnés, tandis que la se- 
conde 'u’a lieu qu'entre des quantités ou des gran- 
deurs données. 

iqS. On distingue deux sortes de questions, les 
unes déterminées, les autres indéterminées ; les pre- 
mières sont celles qui fournissent autant d’équa- 
tions que d’inconnues, ce qui permet d’évaluer 
toutes ces inconnues; les secondes comprennent plus 
d’inconnues quelles ne fournissent d’équations; dans 
ce cas, une ou plusieurs de ces inconnues restent 
indéterminées ou arbitraires; cependant on peut être 
assujetti à certaines conditions, comme, par exem- 
ple , de ne prendre pour ces inconnues que des 
nombres entiers et positifs, et par là on restreint 
le nombre des solutions, comme on le verra dans 
le chapitre dix-buitième et dans la seconde section 
de ce traité. Parmi les questions déterminées, nous 
distinguerons particulièrement celles qui ne four- 
nissent qu’une équation à une inconnue ; ces équa- 
tions se classent en degrés d’après la plus haute 
puissance de l’inconnue; et elles sont dites du pre- 
mier, du second, du troisième de degré etc, suivant 
que le plus haut exposant de l’inconnue, est un, 
deux, trois, etc. Dans ce chapitre, il ne sera ques- 
tion que des équations déterminées du premier 
degré. 

196. Dans la solution de toute question , il y a 
quatre choses à distinguer, 1° l’inconnue, ou le 
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nombre dont il s’agit de découvrir la valeur , et les 
données , c’est-à-dire , les nombres connus : a» la 
traduction de la question en langage algébrique , 
laquelle se compose des traductions des deux phrases 
équivalentes, séparées l’une de l’autre par le signe=: 
cette équation , qui n’est que la relation entre l'in- 
connue et les données , doit renfermer toutes ces 
dernières quantités d’où dépend nécessairement la 
valeur de la première : 3 ® la résolution de l’équa- 
tion , c’est-à-dire, la suite des transformations à faire 
subir à la traduction immédiate, à l’effet d’arriver à 
une dernière transformée qui contienne dans un 
membre l’inconnue seule à la première puissance , 
et dans l’autre la formule d’opérations à faire sur 
les symboles qui représentent les nombres connus : 
4° enfin l’évaluation de cette formule. 

197. Pour ne parler que des équations du premier 
degré à une seule inconnue , on suivra dans leur 
résolution les règles suivantes : i® on fera disparaître 
les dénominateurs, s’il s’en trouve, en multipliant 
les deux membres par le produit des dénomina- 
teurs : a® on transposera tous les termes connus 
dans un seul membre, et tous ceux affectés de l'in- 
connue dans l’autre : 3 ® on écrira en facteur de 
l’inconnue la somme de ses coéfficiens , par laquelle 
on divisera les deux membres. Après toutes ces opé- 
rations qui n’ont pas altéré l’équation , et qui cor- 
respondent aux différentes parties d’un raisonne- 
ment difficile à faire et à suivre , on parvient enfin 
à la conclusion 

x = N, 

X étant le symbole de l’inconnue , et N représentant 
un nombre , une ligne , une surface , un volume , 
ou, etc. Cette valeur N de l’inconnue, qu’on nomme 
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improprement racine , substituée pour x dans l’é- 
quation primitive, jouit de la propriété de rendre 
le premier membre égal au second. 

198. Il nous resterait à faire plusieurs remarques 
que nous indiquerons à mesure que l’occasion nous 
en sera fournie par la résolution des questions. 

Première question. Trouver un nombre tel que son 
quintuple ajouté à 7 , soit égal à son triple augmenté 
«fc3. 

En désignant ce nombre inconnu par x, suivant 
Ja convention (10), on aura pour traduction algé- 
brique de l’énoncé 

5 a: -4-7 = Zx+S, 

retranchant 3 x , puis 7 de part et d’autre , on trouve 
ax = . 3 — 7=: — 4, 
et divisaut par a , on obtient 
X = — a : 

cette valeur — a écrite pour x dans l’équation pri- 
mitive , rend le premier membre égal au second , 
puisqu’il résulte de cette substitution faite dans sa 
première équation 

— 3 = — S.- 



or, la racine, c’est-à-dire, la valeur dex étant négati- 
ve, si on change, conformément à cette indication, 
le signe de x, ou plutôt x en — x, dans l’équation 
primitive, cette équation deviendra 
— 5 x-j -7 = — 3 x- 4 - 3 ; 

t 

ajoutant 5 x de part et d’autre , et retranchant 3 des 
deux membres , on aura 



d’où l’on tire 



2X=7— 3 = 4> 

x= a ; 



racine qui ne diffère de la précédente que par le 
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sign«. Pour se rendre raison de cette réponse en 
nombre négatif à la question proposée, on remar- 
quera qu’il est impos.sible de satisfaire à la condi- 
tion que la somme de deux nombres plus grands 
soit égale à celle de deux nombres plus petits, tous 
ees nombres étant d’un ihême signe ; qu’aiusi les 
données qui sont les nombres 7 et 3 , ne pouvant 
varier, il est de toute nécessité que par clouté ^ on 
entende ajouté sous le signe -r-^ correction indiquée 
par le signe — qui affecte la valeur de l’inconnue; 
en sorte que lorsqu’on redresse , d’après celte indi- 
cation , les termes de l’énoncé, on trouve un nombre 
absolu pour valeur de l’inconnue. 

. Si on avait eu à résoudre l’équation générale 
ax+b = cx+d ^ 



on serait parvenu à cette racine 



X = 



d—b 
a — c 



( 0 ; 



sous l’hypothèse d=b ^ on trouve x = o , et , en 
effet , comme on peut supprimer b de part et d’au- 
tre, l’équation se réduit à 

{a — c)x = O , 

et comme on n’a pas a = c, il faut nécessairement 
que le facteur x soit nul. Supposant , en second 
lieu , a = c, la formule (i) donne 



symbole d’absurdité (86); et, en effet, b n’étant pas 
égal à dy il est absurde de supposer que le terme 
ax soit égal au terme ex, c’est-à-dire , que a soit 
égal à c. Que si a=c, b=d, la valeur (1) devient 



O 
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symbole d’indétermination, parce qu’il résulte de 
deux hypothèses distinctes. D’ailleurs on observe que 
l’équation devenant alors 

ax + b — ax -4- b 

le premier membre reste égal au second pour tous 
les nombres qu’on prendra pour a:, en sorte qupx 
n’admet plus , comme précédemment, une seule va- 
leur. L’équation précédente est dite identique , et elle 
se réduit d’elle-méme à o—o. 

La considération suivante fournit l’occasion de 
revenir sur les racines négatives. 

Soit X une créance à recevoir par une personne , 
.soit d sa fortune absolue, soit B celle qu’elle pos- 
sède ; on aura 

^ =B + X ; d’où x = ^- — B 
mais six est une somme à payer, ou une dette, la for- 
tune absolue sera 

* 

■d=B — x; d’où x — B — yd= — {d — B) : 
donc si l’on a supposé une créance au lieu d’une 
dette, on aura introduit dans le calcul d — 5 au lieu 
lie B — ou de — {/i — 5), c’est-à-dire -f- x au lieu de 
— X ; ainsi pour corriger l’erreur, il suffira de changer 
le signe dex. On doit remarquer encore qu’en prenant 
xpourun ecréance, lorsquecette lettre représente une 
dette, on suppose d > ^,tandisqu’au contraire A < B. 

a* Question. Un homme place pour une année 
un capital à raison de b f. pour i oo f. d intérêt : au 
bout de T année , en sus du capital et des intérêts , 
on doit lui remettre^ par convention faite ^ une somme 
h, et le tout doit faire le capital ; on demande ce que 
floit être ce capital? 

Soitx le capital inconnu : puisque loo f. devien- 
nent au bout de l'année io5 f. , on aura le capital 
à la même époque, par la proportion 
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loSor 

loo : ïo5=x : y= 



mais suivant l’énoncé, la somme 



lOO 

io5jr 



X : on a donc l’équation 
io5x 



loo 






4- B doit être 



t-^ = x. 



lOO 

multipliant par loo, retranchant lOO x de pai't et 
d'autre, puis loo 6, on sera conduit à 

5x= — looA, d’où X = — ao A, 
ainsi le capital cherché serait — ao t ; cette valeur sin- 
gulière reportée en place de x dans l’équation trou- 
vée, donne 

io5 X aoA 



lOO 



-4- b = — ao A, 



et, après avoir effectué les opérations, il vient 
— aoA= — ao A : 

celte racine toute négative qu’elle est , satisfait donc 
à l’équation. En réfléchissant tant soit peu sur l’é- 
noncé, on découvre qu’il est impossible qu’un ca- 
pital augmenté des intérêts reste égal à lui-même , 
et qu’à plus forte raison, cette impossibilité a lieu, 
lorsqu’outre les intérêts on ajoute une somme Bi 
il faut donc que de ces deux quantités, l’intérêt à raison 
de 5 pour loo et l’une soit soustractive. En effet, 
si dans la première équation , on change x en — x > 
on a 

io5 , 

X + b — — X, 

lOO . 

et, après avoir changé les signes de part et d’autre, 
io5 



lOO 



X — B = x, 



équation qui ne diffère de celle que nous avons 
déduite de l’énoncé que par le signe de la quan. 
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tité b devenue soustractive : on en déduit 



x — 'kob^ 

racine absolue. Si au lieu d’ajouter l’intérêt à rai- 
son de 5 pour loo, on l’eùt sou.strait du capital, 
ce capital aurait été donné par la proportion, 

lOO : na=x tr=- , 

^ , lüo’ 

en sorte qu’on aurait eu pour équation 




iOO 



V 

multipliant par loo, retranchant g5x départ et d’au- 
tre, on trouve encore 

5j: — 1 oo i , d’où x = aob. 

La racine négative annonce donc une rectification 
ou une correction de l’énoncé, qui pouvait se faire 
de deux manières , soit en soustrayant la somme b, 
soit en diminuant le capital de l’intérêt. 

S”*'. Question. Le nombre des soldats dune armée, 
est telle que son triple diminué de looo, est égal à 
son quadruple augmenté de aooo : on demande quel 
est ce nombre? 

On est conduit à l’équation 
3 j: — 1 ooo = [\x -t- aooo : d’où x = — 3ooo 
répon.se absurde par rapport à la question, puisqu’un 
nombre de soldats ne peut être négatif, et de la- 
quelle on doit conclure que la question renferme 
une impossibilité qui consiste , en effet , en ce que 
le triple d’un nombre étant moindre que .son qua- 
druple, ce triple diminué ne peut être égal au qua- 
druple augmenté. En écrivant — x au lieu de -H x 
dans l’équation, puis changeant les signes de part et 
d’autre, on trouve 

3x -t- looo = (\x — aooo , 

équation d’après laquelle on peut rectifier l’énoncé 
et qui donne 
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X = 3 ooo. 

Si dans l’équation, 

3 x — 1 000 = ^x + aooo, 

qui a donné x = — 3 ooo , on change x en x’ — 
6000, on trouve 

3 x — i9ooo = 4 jc' — aaooo, 
d’où l’on tire 

X — 3 ooo. 

Ainsi la valeur — 3 ooo étant représentée par 
comptée de vers Al, 

1 1 1 

^ M uf 

à gauche de .</, on passe par la substitution ci-des- 
sus de l’origine ^ à l’origine A distante de la pre- 
mière, de &ooo=ilA'M : alors la longueur AM=x' 
est positive (188). 

4 “* Question. On a fait partir de Dreux pour 
Brest, un courrier qui fait huit kilomètres par heure; 
huit heures après son départ, on en a fait partir un 
autre de Paris pour Brest, et celui-ci parcourt douze 
kilomètres par heure ; on demande oii il rencontrera 
le premier, sachant d ailleurs qdil y a soixante huit 
kilomètres de Paris à Dreux? 



P 



+ 



■+ 

D 



H 1 B 

M R 



Avec un peu d’attention, on découvre que la dis- 
ance inconnuede Paris, au point de rencontre iR, c’est-à- 
dire, PR, est la somme des distances PD DR de 
Paris à Dreux , et de Dreux au point de rencontre; 
en sorte que l’équation de la question , est 
PRz=PD Jk-DR. 

Qu’on désigne PR par x\ il s’agira de traduire les 
deux parties PD et DR dont x se compose : or, PD 
est la distance 68 kilomètres de Paris à Dreux, et 
DR sc compo.se du chemin DM que fait le premier 
courrier, celui qui part de Dreux, pendant les 8 
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heures dont son départ précède celui du second, 
plus du chemin MR parcouru par le premier cour- 
rier, pendant le temps que le second met à parcourir 
PR. Traduisons ces deux distances. D’abord, pendant 
8 heures , le premier courrier fait 8x8 kilomètres 
= 64^- = DM : pour traduire MR, on dira : 
les chemins des deux courriers pendant i heure, 
étant dans le rapport de 8 ; la ou de a : 3, on a la 
proportion 

a : 3 = MR : x , d’où MR — -j- : 

. on a donc pour traduction de l’énoncé 

x = 68-t-64+ = i3a-t--^ ; 

pour avoir jc> on fera disparaître le dénominateur 
3, puis on retranchera ax de part et d’autre, ce 
qui donnera 

X = 396 V-. , 

distance de Paris au point de rencontre En effet, 
pendant que le second courrier, celui qui part de 
Paris, parcourt 396 kilomètres, le premier en par- 
court a64, puisqu’il fait deux kilomètres pendant 
que le second en lait trois; or, il a 64 kilomètres 
d’avance, à raison des huit heures dont son départ 
précède celui du second courrier , et de plus il a 
un avantage de 68 kilomètres, comme partant de 
Dreux , ce qui fait , en total , 3p6 kilomètres , On 
voit dans ce que nous venons de dire un exemple 
de vériâcation de la valeur d’une inconnue qui d ail- 
leurs par sa substitution pour x dans 1 équation 
immédiaet, doit rendre le premier membre égal au 
second! 

On sent bien que quand on changerait les nombres 
de la question, la manière de raisonner et d’opérer, 
n’en serait pas pour cela différente ; représentons 
donc, en général, par a l’intervalle entre les deux 
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lieues de départ, qui était de 68 kilomètres dans 
la question précédente, par b le nombre d'heures 
dont le départ du premier courrier ( celui qui est le 
plus près du point de rencontre) précède celui du 
second; par c le nombre de kilomètres que le pre- 
mier courrier fait par heure, par d le nombre.de 
kilomètres que fait aussi le second par heure ; en- 
fin soit toujours x la distance du point de départ 
du second courrier au point de rencontre. La dis- 
tance X se composera encore de l’intervalle a entre 
les deux lieux de départ, du chemin que le pre- 
mier courrier peut foire pendant b heures, et enfin 
de celui que fera ce même courrier pendant tout 
le temps de la marche du second. Pour évaluer ce 
dernier chemin, on observera que les deux cour- 
riers marchant alors pendant le même temps , et x 
étant le chemin fait par le second , on aura celui 
que fait le premier par la proportion 

, ex 

a : c : X : : 

d’ailleurs puisque ce premier courrier fait c kilomè- 
tres par heure , il a dû pendant les b heures de sa 
marche, tandis que le second était en repos, foire 
bc kilomètres, à raison de c kilomètres par heure. 

coc * 

Réunissant ces nombres de kilomètres bc et a, 
ex 

la somme ^ -H Ac -t- a sera le chemin du second 

courrier : or, on a déjà noté ce chemin par x : on 
a donc 

« 

/* y* 

x_=~ + bc + a; 

multipliant de part et d’autre par le dénominateur 
d, (197), on a cette première transformée 
dx — cx + bed ad , 
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transposant car dans le premier membre, on a 
{d — c)x — bcd-\-ad=d{a ■+■ l>c) ; 
divisantdes deux côtés par d — c, à l’effet d’isoler jc, 
on a enfin cette réponse à la question généralisée 



JC: 



d(a + bc) 
d — c 



qui donne la solution de toutes les questions par- 
ticulières comprises dans l’énoncé général (*). 

En effet, si l’on fait n = G8, ô = 8, c=8, d= 12 
dans la formule générale, 0% trouve 

12(68-1-64) 12x182 

— — 7 = 896. 



12 - 



Tel est donc l’usage de ces solutions générales 
qu’en substituant à la place des lettres les nombres 
qu’elles sont destinées à représenter, et faisant les 
opérations indiquées par les signes, on a la réponse 
à l’énoncé particulier. 

Soit, par exemple, cette question ; T aiguille des 
heures d! une montre , répond <117 minutes, et celle des 
minutes répond à 24 minutes, cest-à-dire qu'il est 
3 ^ 24'; on demande à quel nombre d heures et de 
minutes ces deux aiguilles seront f une sur Vautre? 

Puisque l’aiguille des heures et celle des minutes 
qui sont comparables aux deux courriers de la ques- 
tion précédente, partent en même temps, la quan- 
tité b par laquelle nous avons représenté ce dont 
le départ du premier courrier précède celui du se- 
cond , est zéro dans la question actuelle : ici l’ai- 
guille des heures est le premier courrier , puisqu’elle 
est visiblement la plus voisine du point de ren- 
contre dans le sens de la marche commune : ainsi 
l’intervalle des deux lieux de départ, est le chemin 



(*) Ce problème es! tiré V Arithmétique universelle de Neivton. 
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que l’aiguille des minutes doit faire pour arriver 
de la vingt-quatrième division du cadran , à la dix- 
septième; ainsi a = 53 divisions : or, pendant que 
l’aiguille des minutes parcourt les 60 divisions du 
cadran, celle des heures n’en parcourt que 5 : on 
a donc c = 5 , ef = 60 , ou c = i et £?= i a. Puisque 
B = o, il faut rejeter de la formule le terme bcd, 
et il reste pour réponse à cette question particu- 
lière , 

ad '53 X 60 3 1 80 c , 9 

^ cl-~-c 60 — 5 55 ^ II’ 

il faudra donc que l’aiguille des minutes parcoure em 
core 57' -iV; ainsi puisqu’elle répond à la a 4 <Kvi- 
sion, elle serait sur 81 '7^: mais 60 divisions faisant un 
tour du cadran, les deux aiguilles seront l'une sur 
l’autre à ai' -p;- etc. de l’heure suivante, c’est-à-dire 
à 4' ai'^. 

Revenons sur le problème des courriers et propo- 
sons-nous de calculer l’intervalle qui les sépare à une 
époque quelconque de leur marche. 

1 1 1 1 1 1 

P P D M M R B 

Au moment où le second courrier part de le pre- 
mier est en A/, et lorsque le second est en P',lcpre- 
, roier est, par exemple, en M : en sorte qu’en dé- 
signant par l’espace on a 

j=P D->r D M->f MM =PD—PP + DM+ MM; 
mais les espaces MM' et PP que nous désignerons 
par X , étant parcourus dans le même temps, on a 

MM' : PP ou x'=c: d, doù MM = ^ ■ 

a ’ 

d’ailleurs PD — PP= a — x -, D M—bc: donc 
d{a-\-hc^ — x' i^d — c) 
y— 2 = 

si dans cette formule, on substitue pour x' la dis- 
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d(a-\-bc) . _ - 

tance ^ ■■■ " — de P au point de rencontre R, trou- 
vée ci-dessus, on obtient 

X=(a + bc) — (a-{-bc) = o 

ce qui doit arriver : l’hypothèse j-=o, qui répond 
au point de rencontre, donne 

, d(a-\-bc) 

X =x= — i— ^ : 

a — c 

ainsi le problème précédemment résolu n’est qu’un . 
cas particulier de celui-ci. Si dans la valeur de y on 

veut faire rentrer celle de x = , d’où 

X (d — c) — -4- ^c), on trouvera 

„ — c)(jc— 

^ d ^ ‘ 

expression très-simple. 

IHous examinerons la formule 



d{a + bc) 

^ 

\ 

dans les diverses hypothèses qu’on peut faire sur les 
données a, b,c,d. Une telle discussion sert à faire 
connaître toute l'étendue de la signification d’une fur- ' 
mule, et à s'assurer d’ailleurs desun exactitude, en pre- 
nant pour les données des valeurs telles qu’on con- 
naisse d’avauce la réponse qu’elle doit fouirnir. Si 
l’on suppose que les deux courriers aillent avec la 
même vitesse, ou qu’ils fassent des chemins égatix . 
dans des temps égaux, ce qui revient à c=d, la 
formule donnera ‘ 

dja + bc) 



distance qui ne peut se construire : et , en effet , 
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il est absurde de supposer que les courriers se ren- 
contrent : sous la même hypothèse, on a 
y=a + bc=P M 

distance constante des courriers. Si en même temps 
que c—d, on a a~o ,b — o , c’est-à-dire, si les 
courriers partent en même temps du même point P, 
et qu’ils marchent avec la même vitesse , on trouvera 

O 

x~- : 

O 

comme ce symbole résulte de trois hypothèses, il an- 
nonce une indétermination (61 ,79) : en effet, les deux 
courriers étant toujours ensemble, la distance du point 
de départ au point de rencontre est quelconque. On 
trouve, en même temps, Jusqu'ici les deux 

courriers ont été supposés marcher dans le même 
sens. .Supposons mai^Jenant qu’ils viennent à la ren- 
contre l’un de l’autre : on introduira cette circons- 
tance dans la formule, en y changeant le signe de c 
et conséquemment le sens du chemin fait par le 
premier courrier , et que nous avons supposé le même 
que celui du chemin fait par le second : la formule 
devient alors 

' d (a— bc) 
d + c . 

Pour vérifier cette formule, faisons d—c et b=o, 
hypothèses sous lesquelles les deux courriers partent 
en même temps et marchent avec la même vitesse ; < 

on a 



a 




d’où on conclut que les deux courriers doivent se 
rencontrer au milieu de la distance qui les sépare , 
résultat qu’on pouvait prévoir d’avance. 

Par le changement de c en > — c, la valeur de y 
devient 

la. 
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</(« — bc) — x' {d c) 

y— 2 ' 

pour 5=0, et rf=c, elle donne — aa:'= 

+ — x'^ , ce qui doit être : pour b = o,d—cet 

x' = ^y on trouve^=o. 

Dans l’un des chapitres suivans, nous reviendrons 
encore sur cette question, et, dans la géométrie ana- 
lytique, nous l'étendrons à un nombre quelconque 
de courriers. 

5“' Question. Deux vases A. et B contenant des vo- 
lumes connus V et Y de mélanges de plusieurs liqui- 
des dont le nombre ainsi qj^ les proportions sont 
inconnus dans chaque vase , on propose de construire 
deux vases plus petits et dune même capacité, tels 
qu'en les emplissant à la fois dans les deux vases 
donnés, et versant ensuite dans chacun deux le li- 
quide extrait de t autre, les mélanges de liquides 
contenus dans ces deux vases , après cette opération , 
soient exactement de même nature. 

Puisque les liquides sont mélangés dans chacun 
^des deux vases ^ et 5, il est permis de considérer 
ces mélanges comme deux liquides de nature diffé- 
rente, qu’il faut ramener par l’opération proposée 
à la même nature, c’est-à-dire , à contenir les mê- 
mes proportions des liquides mélangés. Nous eon- 
viendrons de nommer premier liquide celui du 
vase A et second liquide celui du vase B. 

Soit X la capacité inconnue des deux vases égaux : 
1 ° avec l’un des deux vases inconnus , on puise dans 
le vase A une quantité x du premier liquide, et 
on met ce vase x à part; de sorte que le volume 
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du liquide restant dans est V — x', puis avec 
l’autre vase x, qui est vide, ou puise dans B un 
volume X du second liquide pour le verser dans A. 



Ainsi le vase 

A !«>■ liquide V — x 

contient ( liquide x; 



a* le vase B , d’après la première opération ne con- 
tient plus que y — X du second liquide, et alors on 
verse dans B la quantité x du liquide dont est 
rempli l’un des petits vases, mis à part dans la i*'* 



opération. 

Conséquemment 

B I i*' liquide x 

contient^ liquide V — x. 



Or , pour que les deux mélanges soient exactement 
faits dans les mêmes proportions, ou pour que les 
rapports entre les deux liquides , soient les mêmes 
dans les vases A et B ^ après la double opération 
Élite , il faut qu’on ait 



A'oùx' = {y—x){y—x) 

^ ^ =zFy—{y-t-y)x+x\ 

effaçant x' de part et d’autre , puis dégageant x , on 
obtient 



ainsi la capacité commune des deux vases cherchés, 
est le produit des volumes des deux mélanges, di- 
visé par leur somme. 

Soit y > y i on SL 



^y—x='^y- 



y '/.y 






y+y 

yy,y 



—^,y% 



y-\-y 



'-y^'-y% 



y— y 
~ÿ^ 
y— y 



y+V’ 
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ce qui montre que la capacité x est toujours plus 
grande que la moitié du plus petit des deux volu- 
mes , mais moindre que la moitié du plus grand. 

Pour on trouve x = \ F , ce qui est 

évident. 

On voit donc que l’on peut, par une opération 
unique , mêler exactement deux liquides contenus 
dans deux vases différens , lorsqu'on n’a pas la Ùl- 
culté de les verser , en totalité , dans un troi- 
sième vase. 

6“« Question. Vn particulier a placé un capital de 
aoooo f. à b pour ^ d intérêt par an , à condition que, 
dans trois ans , on lui aura remboursé le capital et 
les intérêts par trois payemens égaux faits à la fin de 
chacune des trois années ; on demande quel sera le 
payement annuel? 

Nous avons traité en arithmétique des questions 
de ce genre ; mais les solutions que nous eu avons 
données , sont laborieuses , quoique d’ailleurs très- 
propres à exercer l’esprit : ici, nous enseignerons 
sur un seul exemple, à les traduire en équations, 
puisque dè.s-lors toute question peut être considérée 
comme résolue. 

Désignons par x le payement annuel inconnu , et 
observons que le dernier payement, c’est-à-dire., le 
troisième qui est encore j: , et le capital à la fin de 
la troisième année, sont les deux quantités équi- 
valentes qu’il s’agit de traduire : à cct effet , suivons 
l’état du capital pendant les trois années; il est évi- 
dent qu’à la fin de la première année, il sera dû, 
outre le capital de aoooo f., l’intérêt de ce capital, 
à raison de 5 pour loo, qui forme le vingtième 
du capital, lequel ajouté à aoooo fera aïooo francs 
dus à la fin de la première année; mais on rem- 
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bourse x /; donc au commencement de la seconde 
année, le capital sera 



aïooo — X : 



pendant la seconde année, il s’augmente du ving- 
tième qui est io 5 o — — : donc à la fin de cette se- 
ao 

conde année, il sera devenu aïooo — a:-+-io 5 o — 

TC i i 1 

— aaoSo X. Alors l’emprunteur rembourse x\ 

ao ao '■ 

donc au commencement de la troisième année, le 

capital sera 

aaoSo — --a: : 
ao 



le vingtième de cette somme étant iioa, 5 - — 
la somme à la fin de la troisième année , sera 



~ - 86i 

aoi 5 a, 5 — — x'-, 

(\oo 

or, à cette époque l’emprunteur doit se liquider par 
vn payement x; on aura donc cette équation 

or 

x= ao I Oa,»**. — - JC , 

400 

d’où on déduira, d’après les règles connues 
jc=i7344>*7ï3 : 

en effet , à la fin de la i année , il est dû aiooof,oooo 



on paye 7344 » *7*3 

il reste dû i 3655 , 8287 

dont l’intérêt ou le ao®“® est 68 a , 7914 

donc il est dû à la fin de la a®”® année . . . 1 4338 , 6ao t 

on rembourse 7344 , *7*3 

il reste dû 6994, 44®8 

dont l’intérêt ou le ao«“« est 349 , 7*^4 



il reste donc dû à la fin de la 3 ®*°* année 7344, i7*3 
dernier payement qui est égal à chacun des précé- 
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dens , et d’où on conclut que la valeur trouvée pour 

X, est exacte. 

Il serait avantageux de pouvoir supprimer les 
calculs relatifs aux années précédentes , et de trou- 
ver de suite le dernier payement : c’est ce qu’il se- 
rait facile de faire si les expressions des sommes 
dues à la fin de chaque année , suivaient une loi 
constante et facile à découvrir ou à mettre en évi- 
dence. 

A cet effet, généralisons les données et posons le 
capital =c, le taux de l’intérêt = i, et comme ci- 
dessus , le remboursement annuel = x. Cela posé , 
la somme due à la fin de la première année, sera 
c-t - 1 X c; c’est-à-dire 

c(‘ + 0 (>“); 

on rembourse x, il restera^ donc pour capital au 
commencement de la seconde année c(i -l- 0 — ** 
dont l’intérêt est c( i — ùc; donc à la fin de 

la seconde année, le capital sera 

c(i -H/) — x + c(i — ix, 

et, après les réducticiifÉ , 

c( I -t- i f — ( I (a®), 

c'est ce qu’od aurait trouvé de suite, en remplaçant 
dans (i®) c p'ar c(i -4-t) — x, capital au cdmmen- 
ceroent de la seconde année. On rembourse x, il 
reste donc c(i-|-i)’ — (i-t-i)x — x dont l’in- 
térêt pendant l’année suivante, est — 

( I -4- J ) ix — ix : donc la somme à la fin de la 
troisième année, est 

c(i +iy~(i -t-i)’j; — (l .(3®), 

expression qu’on obtiendrait plus brièvement , eu 
remplaçant c dans (i°) par c(i -t-t)’ — 

Ainsi suivant que le capital devra être rembour^ 
après une, deux, trois etc., années, le payement 
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annuel , qu’on nomme annuité ( Arith. ) , sera 
x = c{ I i) 

x — c(t-hiy — (i + O* 
x—c(i + 0* — (i +0’* — ( * +0* 
etc. 

d’où l’on déduit 

. c(i+i) 

— 

I ^ . 

c( I -f- 0* 

c( 1-4-0» 

I + ^ I -4- 0 ‘ 

etc. 

Pour un membre n d’années, on aura donc cette 
équation générale 

x=c( I +I}" — (i +i)"— 'X — ( H-j)"— ’x....— -f I +i‘)jr.(A).' 
Observons que si, pendant les n — i premières an- 
nées, on n’eût pas fait de payemens, le payement 
final eût été égal au dernier état du capital; il aurait 
donc représenté le capital c placé à l’intérêt i, pen- 
dant n années. Pour introduire cette hypothèse dans 
la formule précédente, il faut faire x=o seulement, 
dans le second membre de (^), ce qui réduit cette 
formule à 

S=c( I -hO" Wi 

en changeant dans le premier membre x en S. Cette 
formule résout la question de trouver ce que devient 
après n années un capital c placé à un intérêt i. 

De la formule on déduit 

c(« + ^')" 

[Nous avons déjà observé (Arith.) que toutes les ques- 
tions particulières qu’on peut proposer sur les annuités 
sont renfermées dans cette question générale : de 
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ces quatre choses, F annuité, le capital, T intérêt, et 
le nombre des années, trois étant données, trouver la 
quatrième. Si c’est i qu’on doit calculer, l’équation 
{'J), après avoir développé (chap. XI j les binômes 

( t +ty, (i +i)n—i gf ordonné les termes 

suivant les puissances décroissantes de i, prend la 
forme 

+ fii"— • -I- G'n— a -f- fr_ 

oix .A, B, C. y sont des nombres donnés : nous 

exposerons, dans ce traité l’ensemble des méthodes 
, nécessaires pour calculer la valeur de i. 

iijy. Nous avons dit (Arith. chap. XII) que lors- 
que des erreurs dues à des valeurs de l’inconnue, 
en progression arithmétique, forment elles-mêmes 
une telle progression soit croissante, soit décrois- 
sante, 1 équation à laquelle la question donne lieu, 
est du premier degré; nous allons prouver la pro- 
position inverse. Soit, à cet effet, l’équation 

aux hypothèses , 

x~o , = i,= 2,=3,= etc. 
répondent ces valeurs du premier membre, 
b, a-\-b, aa-t-3, Za-^b, etc. , 
qui n étant pas nulles, sont les erreurs en question, les- 
quelles forment une progression par différences éga- 
les. On remarque que la première erreur b, celle qui 
répond h x=o, est le terme tout connu de l’équa- 
tion, et que la différence entre la seconde erreur et 
la première, est le coéfficient b de ar. 

On dernande deux nombres dont la somme soit 1 3 
et la différence des carrés soit 3q. 

Soit I® l’un des nombres o: l’autre sera i3 , 
la différence des carrés sera i&y, et l’erreur sera 
3g=:i3o. Soit a® l’un des nombres=i: l’au- 
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tre sera la, ia différence des carrés sera i ^4 — i 
= i/| 3 , et l’erreur sera i 43 — 39=104. Soit 3 “l’un des 
nombres = a : l’autre sera n , et la différence des 
carrés sera lai — 4 = >>7) ef l’erreur sera 117 
-39=78. 

Ces erreurs et celles qu’on obtiendrait par de 
nouvelles hypothèses , étant en progression arith- 
métique , l’équation du problème est du premier 
degré : on a donc 

4 = i 3 o, a ^ = io 4 ,d.’oùa= io 4 — i 3 o= — a6. 
Ainsi cette question est traduite par 
aG X — 1 3 o = O : 

en effet, l’un des deux nombres étant x, l’autre 
sera i 3 — x, et la différence des carrés (i 3 — x)' 
— et comme cette différence est 3 q, suivant l’é- 
noncé , on aura l’équation 

169 — aGo: -H x' — x’ = 
qui se réduit à 

aG j: — 1 3 o = O : • . 



équation trouvée plus haut. 

Nous appliquerons* encore ces fausses positions à 
la recherche de l’équation du problème des courriers. 

Si l’on désigne par x un chemin quelconque fait 
par le second courrier , on sait que , pour x = o, 
les deux courriers seront distans l’un de l’autre de 
a+ bc qui est la première erreur; pour x = i t 
c’est-à-dire, lorsque le second courrier aura fait i ki- 
lomètre, le premier aura parcouru le chemin a -4- 4 c 
c 

en observant que et i*^’* sont les chemins faits, 



dans le même temps , par les deux courriers : 
1 a distance entre les deux courriers sera donc 

a + bc+—j — I , seconde erreur . En calculant un 

4 
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plus grand nombre de résultats, on aurait une suite 
d’erreurs par difTérences égales ; d’où l’on conclurait 
que l’équation cherchée est du premier degré , et en 
la 'représentant par 

mx + n — o. 



» on a 



n=a + 6c,m+n—a + bc+ 



d’oà 




l’équation devient donc 




jr-l- a ■+■ Ac = o, d’où jc= 



d(a + ic) 
d — c 



formule trouvée (4“* Quest.) 

Ce qui précède explique suffisamment le procédé 
employé en arithmétique, pour résoudre quelques 
questions du genre des précédentes. 



CHAPITRE XV. 



KECHERCHE DES TEBITES CéirilLAUX EX. SOMMATOIRES DES 
SUITES PAR éQÜI-DIFFéRENCES ET PAR QUOTIEKS éOADX, 
ET DE QUELQUES AUTRES SUITES QUI SE RAPPORTENT A ' 
CES DERNIÈRES. DeS FRACTIONS DÉCIHAXES PÉRIODIQUES. 

200 . Si on se reporte à l’équi-différence 
a — — d, 

et qu’on la suppose indéfiniment prolongée suivant 
la même loi , on aura une suite par éqtù-di^éren- 
ces : nous la noterons comme il suit 

a — b=zc — d—e — f—g — ^=etc. 

Si on la considère dans le cas particulieo de B=c^ 
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d—e^=gttc., elle deviendra 

a — b = b — c=c — d=d — /—/ — g etc. 
en suivant l’ordre alphabétique des lettres : en arith* 
métique, nous avons considéré ces suites et nous 
avons observé qu’on les avait improprement nom- , 
mées progressions arithmétiques. 

201. Nous nous proposerons de trouver i» /e 
terme général., 2® le terme sommatoire de la somme 
d’un nombre quelconque de termes de la suite par 
différences égales. 

I®. Il résulte de la définition niéme de ces suites, 
que ^ étant la différence additive, ou soustractive, 
suivant que la suite est croissante ou décroissante , 
on aura , dans le premier cas , 

b"^^ a ^ , c b -t“ 5 , d — c -H ^ ,e d -f- 8 , etc. 
donc 

c=a + d = a-{- e~a + ^ 8 , etc.; 

en sorte que / étant un terme dont le rang est n , 
on aura , d'après cette loi de composition de chacun 
des termes, cette valeur de / au moyen du premier 
terme , de la différence constante et du rang du terme , 

l=a-tz{n — I )S (i) 

et parce que cette expression se change dans le 
premier, le second, le troisième etc., terme de la 
suite, en y faisant i , = 2, = 3 etc. , on l’a ap- 
pelée terme général. En remplaçant ÿ par — i , dans 
(i), on a pour terme général de la suite décrois- 
sante, 

/=a — (n — I )S (2). 

Les expressions (i) et (2) peuvent se cumuler dans 
cette formule 

l—a±:{n — 1 ) ÿ. . ! . . . ( 3 )': 
d’où on conclut qu'un terme quelconque d’une suite 
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par différences égales , vaut le premier plus ou moins 
la différence de la suite, repétée autant de fois qu'il 
’jr a de termes avant celui qu’on considère, c’est-à- 
dire , depuis le premier inclusivement jusqiià 'celui qu’on 
exprime exclusivement. 

a“. Désignons par S la somme dej n premiers termes 
de la même suite : on aura 

S^=a -H b -{- c -t~ d -\-g-\~i-\-i-i-l .* 

en écrivant la suite dans un ordre inverse au-dessous 
d’elle-méme , on aura 

S=l-i-b-{- i-hg-i- -4- + u 

de sorte qu’en ajoutant ces deux suites, il viendra 
a S = (a 1) -{- {b -i- A') -i- (c 1 ) -i- . . . (i + c} (A -4- 1) 
-4-(/+u): 

or, par la nature de la suite, 

b - 4 - A=(^a-{- S ) j=a- 4 - 1, 

c-4-t=(a-Ha^)+ (/ — ^8 )=a 1; 

(d+g)=(a + 3ÿ) - 4 - (/ — 3ÿ)=fl-t- 1, etc. 

donc 

a5=«(a-4-/),d’où5=-^^-^-^tüet 5= 

a 

= " [au ± (n— i)ÿ] (4) 

en remplaçant l par sa valeur (3). 

Donc la somme de n termes dune progression par 
différences égales, est égale à la moitié du produit 
de la somme des extrêmes , par le nombre des termes. 
Les expressions (3) et (4) fournissent le moyen 
de trouver deux quelconques des cinq quantités 
a, ^ ,n , l et S, lorsque trois sont connues. Nous 
observerons que le nombre n est essentiellement 
un nombre entier; ainsi les données d’où on con- 
clurait pour n une* valeur fractionnaire, ne pour- 
raient appartenir à une suite par différences égales. 
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aoa. La suite par quotiens égaux n’est aiifre chôse 
que l’équi-quotient prolongé , en supposant cepen- 
dant que le conséquent du premier rapport devienne* 
l’antécédent du second ; il résulte de la définition, 
que, dans cette suite, chacun dps termes ^st égal 
au précédent multiplié par le même nombre que 
nous appellerons le /acteur constant de la suite : 
lorsque ce facteur est plus grand que l’unité , la 
suite est croissante; lorsqu’il est compris entre zéro 
et l’unité, la suite est décroissante : 

« f 

2o3. Nous nous proposerons encore de trouver 
1° le terme gér^rqlj le terme sommatoîre des sui- 
tes par quotiens égaux. * 

I*. 'En” désignant le premier terme paî? a, et 'le 
quotient ou facteur constant par y, la suite .sera 
a^ aq, aq' , aq^ , aq* , a/ etc.; ' 
d’après cette loi de composition de chaque ternie, 
celui dont le rang est n, et que nous désignerons 
par U, aura pour expression 

u = aq»—' ( 5 ) 

c’est le terme général de la suite, parce qu’en y fai- 
sant n .successivement = i , = 2 , = 3 , = etc. , on 
trouve le premier, le .second, le troisième etc., terme. 

Donc un terme quelconque dune suite par quotiens 
égaux, est égal au premier multiplié par le facteur 
constant, élevé à une puissance marquée par le notn- 
hre des termes qui précèdent celui qiion considère. 

Il est facile de prouver que, dans une telle sui- 
te, le rapport entre la puissance rn*'"® du premier 
terme, et la m“”^ puissance du second, est égal au 
rapport entre le premier terme et celui du rang m-\-i. 

2°. Désignant par S la somme des n premiers 
termes de cette suite, on aura, 

S— a + aq-\- arf -t- açf -t- aq^ aq’>—'^ + aq’' 
multipliant de part et d’autre par q, il viendra 
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qS=aq -^aq' + aq^-\-aq*-{-,.-\- aq"—^ -f- aÿ«—»+ ay"; 
retranchant la première égalité de Is seconde, et 
* observant que tous les termes s’entre-détruisent, à 
l’eiception de aq^ et a , la différence sera 

qS — S—aq^ — o, d’où (6) 

remplaçant dans cette formule aq’—^ par u, d’apr^ 
(5) , on aura : 

q — I 

Pour ç = I , on a , d’après (S) , u = a, et d’après 

„ a — a O , , ... 

, (6), S= — =—: ce symbole ne peut etre ici 

l’annonce d’une indétermination, puisqu’on sait d’a- 
vance que, sous cette hypothèse, chacun des termes 
de la suite, devenant a, la somme 5 de n de ces 

termes, devient na : comme ce symbole résulte 

ici d’une seule hypothèse , il n’y a pas indétermina- 
tion, comme nous l’avons déjà reconnu (60. Nous 
donnerons (Chapitre XXI) une méthode pour ob- 
tenir la valeur vraie d’une fraction qui se produit 

ainsi sous la forme -* 

O 

On peut encore parvenir bien simplement à la 
formule (6) , en opérant la division ~77 
ne (Chap. VII) 

= t+q + q'^q^ +....+ j»— -t- ; 

retranchant de part et d’autre -jj — ^ , on trouve 
T— 



I + ? + + 

Y * 

multipliant de part et d’autre par a , il vient 
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aq»—a , , 

^ — =a-\-aq-\-aq 
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comme ci-dessus. 

Les formules ( 5 ), (6) et (7) renferment les quan- 
tités a, q, «, K et .S; en sorte que trois d’entre elles 
étant données, on peut toujours découvrir les deux 
autres. Mais comme ces déterminations ainsi que 
celles de deux quelconques des cinq élémens qu’on 
a à considérer dans la suite par différences égales 
(201), exigent des méthodes dont il n’a pas encore 
été question , nous le^ avons renvoyées à la fin du 
chapitre dix-neuvième. ‘ 

ao 4 . Considérons la progression décroissante qui 

résulte de la proposée, en y changeant q en ”=> = : 

le terme du rang n, que nous avons désigné par u, 

devient u — > et la formule (7) devient, dans 

la même hypothèse, 

„ «:r — a 



ar- 



■u 



( 8 ): 



1 ; r — I r — i 
supposons que la suite soit infiniment prolongée, 
ou, en d’autres termes, qu’elle ne s’arrête jamais : 
le nombre n deviendra infini , et il en sera de même 
de n — I (86, 87), et conséquemment de r«— ' : on 
aura donc, 

a a a axo 

ôô" — B — r;: 



u: 



fn — i 



en observant que l’infini revient à (86) 
séquemment la formule (8) se réduit à 
ar 



î con- 



S = 



r— 



On conçoit, en effet, que, dans le passage d’une 

i3 
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suite finie à une suite infinie, le dernier terme doit 
disparaître dans la formule du terme sommatoire , 
puisque s’il restait, il y aurait contradiction dans 
les termes. 

Soit, par exemple, la progression 
I I I I 

infiniment prolongée : en la comparant avec la suite 

% 

générale, sous l’hypothèse ÿ=-,onaa=i, r=a: 

ces substitutions faites dan# ( 9 ), on trouve 
5= a. 



En effet , si on place bout à bout deux lignes prises 
chacune pour unité, et qu’à la première on ajoute 
la moitié de la seconde , à la somme la moitié du res- 
te, à cette dernière somme la moitié du reste, et ainsi 
de suite , ces sommes successives approcheront con- 
tinuellement de a , sans jamais pouvoir atteindre 
ce terme , puisqu’on ne peut jamais parvenir à un 
reste nul ; ainsi ( 86 ) a est fh limite de ces sommes. 

ao5. Jusqu’ici nous avons supposé que tous les 
termes de la suite étaient positifs; mais il peut arri- 
ver que les signes soient alternatifs, ce qui a lieu, 
lorsque q est négatif ; car alors les termes sont a, 
— aq' ^ etc., en observant que ceux 

où q e.st élevé à une puissance paire, sont précédés 
de -t- , et qtie les autres sont précédés de — . Soit 
donc. 



S = a — aq-{- aq' — — ... ± aq’' — ', 

le signe -t- du dernier terme répondant à n impair, 
et le signe à n pair ; si on multiplie de part et d’autre 



par — 9 , on aura 

— qS= — aq + aq' — ... ± aq” — ^ zf. a(f'\ 
si de la première égalité, on retranche la seconde, la 
différence sera 
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■S(ÿ-t- i)= ±aÿ« +a, d’où S—- 



± aq" + a 

î+ï 
±uq + a 



q-\-i ^ ’ 

en observant que u = aq"—’‘ : le signe supérieur 
du terme uq répond toujours à n impair, et le si* 
gne inférieur à n pair. 

En passant à la progression décroissante à signes 

alternatifs, q devient en sorte que la formule 

(lo) se change dans celle-ci 

„ ±u+ar , ^ 



puis si l’on suppose cette suite inbnie, le terme u 
disparait (ao4) et on a 



Qu’on ait, par exemple, à sommer la suite, 

T 1 I I 

I — 2 — 

a 4 O lo 

on aura a=i, r=a; donc *^=2 effet, cette 

suite équivaut à la différence de deux autres, c’est- 
à-dire, à 

or, pour la première, a=i, r=4> et la formule 
(9) donne S—% : pour la seconde, a = - , r=:4*et 

la même formule donne ep effet , 

4 à a 

3 “ 3 “ 3 '. 
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On peut parvenir à la formule (10), en effectuant 

la division qui donne 



l+q 



= I — q + q' — q'+...±.aq 



1 — I —SL. 



f ’ 



faisant passer le terme 



_ r 



dans le premier mem- 
bre et multipliant de part et d’autre par a, on re- 
tombe sur la formule (lo). 

ao6. Toute fraction décimale périodique, dont la 
période commence au chiffré de dixièmes , aura 
pour formule générale 



[ I I r I T 

-T + -n- + -âr + -4r+ete.], 

71 représentant le nombre qui forme la période , con- 
sidéré comme nombre entier, p la base 10 de notre 
système décuple, et r le nombre total des chiffres 
dont se compose une période. Si, par exemple, la 
fraction périodique est 

o,oa4 oa4 oi4 

on aura p= 10, /-^rS. La question d’assigner 

la fraction génératrice de la fraction périodique gé- 
nérale, revient à sommer la suite entre parenthèses, 
qui est une suite décroissante par quotiens égaux, 

ayant pour premier terme et pour facteur cons- 



tant Or, sous ces valeurs, la formule (9) de- 
vient , 



I : n'' y. P' r . 

pr I P' — 1 ’ 



en la multipliant par n, 6a aura— ^--pourrésultat; 
mais, 71 est le nombre qui forme la période, pris comme 
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nombre entier, et, pour p=io, le dénominateur 
lo'" — I est un- nombre formé d’autant de q qu’il y a 
d’unités dans r ou de chiffres dans la période : on 
est donc ramené à la règle démontrée (Ariih. 85.) 

207. Nous allons assigner les caractères auxquels 
on reconnaît si la période doit ou non commeucer 
au cbiflre des dixièmes , et , dans ce dernier cas , 
quel est le rang du premier des chiffres périodi- 
ques (Arith. 86). 



Soit la fraction irréductible ^ dont le dénomina- 

A 

teur ^ > B ,ne renferme les facteurs 2 ni 5 : il a été 
démontré (io5) que cette fraction donne lieu à une 
fraction décimale périodique : soient 
B , loB , lor , 10/ , lor" , ior"etc. 

les dividendes successifs, les restes correspondans 
étant 

B , r , r , r' , r , ^ etc. 

et les quotiens 

O , ? , q , î" , q" , q”" etc. 

on aura les égalités suivantes . 

^ B 'K O "f- B \ 

io B y.q +^| 

10 r —A Xÿ' + /•'( 

. 10/ =^Xÿ" + r"[ 

10 f —A X î'" 4- r"'l 
10 r'"=^ X/" 4- r""| 
etc. 



Supposons que la période puisse commencer à tout 
autre chiffre qu’à celui des dixièmes, et qu’elle ne 
commence, par exemple, qu’au chiffre des centiè- 
mes , qui est ÿ : il faudra donc dire que ÿ* est répété 
par un des quotiens suivans, que je suppose être 
ÿ""; ce qui exige qu’on suppose r=r", d’où résul-_ 
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lent lo /• = lor", j>=r ,q" =f\r" =zr""' , 

q"=q""" t" =:r""', et la période q q'*q"- On aurait 
donc ces deux égalités , 

\o B = Jq -\-r, iof=zAq"-^T, 
d’où l’on déduirait 

c’est-à-dire, 

égalité inopossible, parce que A est prenaier avec 
lo , et que r" — 5 est < (98) : on ne pourrait non 

plus supposer r=i\ parce qu’on serait conduit à 
une égalité fausse. 

Donc toute fraction irréductible dont le dénomina- 
teur est premier avec i o , donne lieu à une fraction 
décimale périodique qui commence nécessairement au 
chiffre des dixièmes. 

Supposons cette période de quatre chiffres; elle 
sera qq'q"q \ d’où résulte r"'=B, parce que 10 r" 
étant = 10 B, nécessairement^"" = si on ajoute les 
a* , 3 « , 4 ® et 5 ' égalités ( /W ) , on aura , après la ré- 
duction , 

d’où l’on déduit 

^(B-^r-i-é-\-r) , „ „ , 

^ -^9 ’ 

ot,A étant un nombre autre que 9 ou 3 , doit di- 
viser B -4- r-H r'-h r" ou r-t- r r"-4- r"; ainsi, dans cette 

hypothèse, la somme des restes obtenus dans l’éten- 
due d’une période, doit être A ou un multiple de A : 
d’ailleurs de l’égalité précédente , on tire 

9 

mais 9 ne pouvant diviser A , doit diviser la période 
Î2 î" ?” considérée comme nombre entier. 
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Ainsi lonque le dénominateur A est tout autre nombre 
que g ou 3 , il doit diviser la somme des restes obtenus 
dans V étendue dune période; la période elle-même est divisi- 
ble par g; de plus , ce dernier quotient doit diviser la somme 
des restes. 

Supposons maintenant r -k-f = A \ en ajoutant les 
égalités qui ont pour premiers membres 1 o r et i o r' , 
on aura 

10 (r+ r") (î* + r' + r" {N) 

c’est-à-dire , 

A [ 10— (ÿ + q " ) ] = r -+- r " , 
d’où l’on conclut la divisibilité de r-k-r" par A , et 
conséquemment l’égalité r -\-r"—m A , /n. étant un 
nombre entier : mais à cause de r < A, r” < A ,on ». 
r -H r" < »A ; donc m — 1 , et r' -t- d'~A : ainsi l’égalité 
(N) devient 

joA=A + q") 4. A ^ 
et elle donne q + q'" =9. 

Donc lorsque deux restes donnent le diviseur pour som- 
me, les deux restes consécutifs donnent la même somme ; de 
plus, les deux chiffres de la période, qui correspondent a 
ces deux restes , valent ensemble g ; ce qui fournit un moyen 
bien simple de trouver le surplus des chiffres d'une période, 
lorsqu'on est arrivé a un reste complément a g de l'un des pré- 
cédens : car alors chacun des autres chiffres de la période, 
est le complément 'a g de ceux qu’on a déjà obtenus. 

Par exemple , la fraction y donne la fraction pério- 
dique 0,4^8571 etc., la période étant 4*8571 où 5 
est le complément de 4 à 9> 7 le complément de 
a à 9 et I celui de 8 à 9: les restes dont la somme 
est le diviseur , sont le premier qui est 3 et le qua- 
trième qui est 4 > ü arrive que le second reste 
et le cinquième, le troisième et le sixième font pa- 
reillement 7. 

Soit la fraction décimale 

S~o,N abc abc abc etc ( i 
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N désignant le nombre étranger à la période , et dont 
le nombre des chiffres est n , et abc une période : si 
on multiplie de part et d’autre par lo", on aura 
l’égalité 

io"S=N, abc abc abc elc ( 3 ); 

multipliant les deux membres de celle-ci par 10’ , il 
viendra 

10" + ^ X S=1S abc, abc abc etc (3); 

si de (3) on retranche (2), la différence sera 

i(yi+3 — lo" S— Nabc — IS , à' où S = ^ . .(4) 

' io"(io — i) 

les lettres c, b, a comptant la première les unités, 
la seconde les dixaines , la troisième les centaines aux- 
quelles succèdent les mille , dixaines de mille, etc. , 
comptés par les chiffres du nombre N pris de gau- 
che à droite ; il est essentiel d’observer que le nom- 
bre des périodes dans la série (2), étant infiiii,il en 
est de meme de celui des périodes de la série (3), 
quoique, dans celle-ci, il y ait une période de moins, 
puisqu’on a vu (87) que l'infini diminué de quel- 
ques unités, reste égal k lui-même. Dans la formu- 
le (4) , le dénominateur est un nombre composé 
d'autant de 9 qu’il y a de chiffres dans une période, 
suivi d’autant de zéros qu'il y a de chiffres dans le 
nombre étranger à la période, ce qui est la règle 
obtenue en arithmétique (86). Examinons le numé- 
rateur : le dernier chiffre à droite du nombre N, 
étant différent dec, ou du dernier chiffre de droite de 
la période, le numérateur ne peut être divisible par 
10, en sorte que a et 5 ne peuvent être, en même 
temps, diviseurs des deux termes de la fraction gé- 
nératrice; d’où l’on conclut qu’aprè.s avoir suppri- 
mé dans ces deux termes, les facteurs ou 2 ou 5 
qu’ils peuvent contenir, il restera au dénominateur 
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le facteur 5«, ou le facteur a» : on conçoit que la 
fraction génératrice peut encore être abaissée par 
d’autres diviseurs qui n’influeront pas sur la con- 
clusion précédente. Si donc, après avoir réduit la 
fraction génératrice à sa plus simple expression, on 
décompose le dénominateur dans les facteurs a et 5 , 
le produit jf des autres Acteurs, sera premier avec a 
et 5 ; d’où l’on conclura que le plus élevé des ex- 
posans de a et 5 , étant nécessairement /i , comptera 
le nombre des chiffres de la partie étrangère à la» 
période, et qu’ainsi ce plus grand exposant augmen- 
té d'une unité, donnera le rang du premier chiffre 
périodique. Supposons, en second lieu, que quel- 
ques-uns des derniers chiffres de A, et, par exem- 
ple, les deux derniers répètent les deux derniers cbif* 
fres bc de la période : alors la* période serait bca 
bca etc. , et non pas abc abc etc. , et la véritable 
origine périodique se trouverait à deux intervalles 
de moins de la virgule : dans ce cas, les deux ter- 
mes de la fraction génératrice, étant divisibles par 
a’ X 5’ , le plus haut exposant de a et de' 5 dans 
le dénominateur, redevient n — a, et il compte en- 
core le nombre des chiffres de la partie étrangère 
à la période , en sorte qu'on est ramené au véritable 
rang du premier chiffre périodique. Soit, par exem- 
ple, la fraction 

O, 7000 3 o 3 o 3 o etc., 
où on prend 3 o au lieu o 3 pour période : la frac- 
tion génératrice sera 

7ooo3o — 7000 693o3o 6q3o3 

10^(10' — i) J O* ( I o’ — I ) a’ X 5^x99’ 

de ce que le plus haut des exposans de a et 5 , est 
3 , exposant commun dans ce cas particulier, on con- 
clut que la partie étrangère à la période, n’est que 
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de 3 chiffres, et qu’ainsi la véritable fraction périodi- 
que , est 

O, 700 o3 o3 o3 etc. 



Donc ap/is la décomposition du dénominateur A d'une 
fraction donnée en A’ X X 5" , A’ étant premier avec 2 et 
5 , le plus grand des deux exposons p er n , comptera le 
nombre des chiffres de la portion non périodique. D’où l’on 
conclut encore que A éteuit premier avec 10 , la période 
commence au chiffre des dixiémes. , 

% ao8. De ce que, dans le cas ou la période com- 
mence au chiffre des dixièmes, le nombre des chif- 
fres d’une période, est, au plus, égal au diviseur 
A — I , ce qui n’arrive qu 'autant qu’on obtient tous 
les restes au-dessous du diviseur , il s’ensuit que , 
lorsqu’il y a une partie étrangère à la période ,'/« 
nombre des chiffres qui précédent les ^^ériodes, augmenté 
du nombre de ceux de F une des périodes, sera totyows 
moindre que A. 

ao8. On est maintenant en état de sommer toutes 
les séries décomposables en suites par équi-quo- 
tiens. Soit, pour exemple, la suite infinie. 



S — 



a 

h 



a-^c a-\-^c 
~hd~^ bd~ 



«-<- 3c 
~bdT 



+ 



a-+-4e 

bæ 



+-etc. : 



elle est décomposable dans les suivantes 



a 

b 



a 

bd 



a 

bd' 



a 

Tæ 



a 

'bd* 



etc. 






bd' 
c 

’^'bd' 



bd' 

c 

Tæ 

c 

Tæ 



e 

'Tæ 

c 

Tæ 

c 

"Tæ 



etc. 



etc. 



etc. 



qui sont des progressions géométriques infinies et 
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décroissantes dont les sommes constituent cette 
suite 

^ ad c ^ e e c 

^-bd^bd—b^[hd—bY^[pdr-b)d' '^{bd-b'ÿî''^^^'" 
laquelle, à partir du second terme inclusivement, 
est une autre suite par quotiens égaux , décroissante 

et infinie dont le premier terme est "ïjzih' 

facteur constant ^ , en sorte que , d’après la for- 
mule fg), 

xrf 

S = 



ad 



ad 



cd 



bd— b . 
Soit enfin. 



d—i ~~ bd— b b^d—i)' ■ 



- a a a a _ a 

1- J — h ? — H 1 — ^ 

ic oc oc loc i5c 



etc. : 



suite infinie et dont les coéfficiens numériques dans 
les dénominateurs, jouissent de cette propriété que 
leurs différences sont la série des nombres naturels : 
cette suite n’étant plus décomposable en progressions 
géométriques, sa sommation e^e un artifice par- 
ticulier de calcul. Nous écrirons l’une sous l’autre 
ces deux séries : 

a a a a a ^ ,, 

— ( 1-5 — ^ 

c 2C oc bc 

.a a a a a . 

hj — h-j — t-g — — H etc. — N — - \ 

^ ac ic 5c oc c ' 

retranchant terme à terme la seconde de la première, 

on aura cette différence 

a a a a a , ..aa 

~~ -H Tj — h — -+- — -f- w — -l" etc N — N H — — - , 

ac oc lac 20 c 3oc c c’ 

prenant le doublé de part et d’autre, on retombera 

sur la proposée qui conséquemment équivaut à 

Sous les hypothèses a = c=: i , on trouve 
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ao/i 



I T I T 

i +5 + ^H H-F + etc. = a. 

O b lo i5 

Nous ne pousserons pas plus loin ces recherches 
qui, quoiqu’étrangères aux élémens, n’y sont pas 
déplacées. 



CHAPITRE XVI. 



DES LOGARITHMES. 

aog. Nous résumerons d'abord les diverses ques* 
tions résolues jusqu’ici, en montrant de quelle ma- 
nière elles dérivent d’une première question qui est 
celle de l’addition. Soient a et 6 deux quantités à 
ajouter et c leur somme : on aura pour traduction 
de cet énoncé, l’égalité suivante 

a -t- b = c .. . . . (i) : 

inversons cette question, et supposons que les nom- 
bres a et c, ou A et c étant donnés, on ait à trou- 
ver ^ ou <z ; il est clair qu’on les déduira de ces 
égalités 

b = c — a, a=c — b (a), 

d’où résultent la soustraction et l’idée d’une nou- 
velle espèce de nombres qu’on nomme soustmctifs 
ou négalifs (chap. II). 

Si le nombre a doit être ajouté b fois à lui- même 
et qu’on désigne encore par c la somme ou le pro- 
duit, on aura 

ba = c ( 3 ) : 

si retournant cette question, on donne o et c, ou 
A et c et qu’on veuille , dans le premier cas , cal- 
culer A, et, dans le second, calculer a, on sera con- 
duit à ces égalités 
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d'où résultent la division et une nouvelle espèce de 
nombres qu’on nomme fractionnaires. 

C’est à la multiplication de plusieurs quantités 
égales entre elles que les puissances ou les exponen- 
tielles doivent leur origine : on indique -cette opé- 
ration de cette manière, 

û* = c (5), 

b désignant, comme on le sait, le nombre de fois 
que a est facteur. Ici la question peut être inversée 
de deux manières, ce qui n’arrivait pas dans les 
questions précédentes, parce que, dans chaque tra- 
duction , les lettres a et & entraient de la même 
manière. On peut donc proposer i» de trouver la 
racine a au moyen de la puissance c et de l’expo- 
sant A; a» de trouver l’exposant i, en supposant con- 
nues la puissance c et la racine a. L’opération pour 
trouver a connaissant b et c, conduit à deux nou- 
velles espèces de quantités, les irrationnelles et les 
imaginaires ( chap. IX ). La seconde conduit à la 
théorie des logarithmes , et le calcul de b exige 
des méthodes particulières que nous développerons 
avec beaucoup d’étendue dans la seconde section de 
ce traité : dans ce chapitre, nous nous bornerons à 
montrer la possibilité d’évaluer b pour une valeur 
de a et une valeur de c, données, 
aïo. Reprenons donc l’équation, 
a‘’=c, 

ou plus généralement 

la question de calculer x quand les nombres a et 
jr sont donnés , rentre dans la suivante. 

Étant donné un nombre arbitraire a plus grand 
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que t unité , mais qui doit conserver invariablement la 
valeur adoptée , assigner pour x un nombre tel que 
a* devienne un nombre donné y. 

C’est pour rentrer dans la généralité de cet énoncé, 
que nous avons désigné l'exposant de a et le nom- 
bre c par les lettres x et ^ qui rappellent des nom- 
bres variables : l'exposant x est dit le logarithme 
du nombre /, qu’on désigne par ces lettres initiales 
log, et le nombre a est nommé base des logarithmes, 
parce que ce nombre reste fixe ou invariable. On 
nomme encore système de logarithmes, la série des 
nombres x, calculés sur une base particulière et in- 
variable a. Ainsi en changeant de base, on passe 
d’un système à un autre système de logarithmes , 
ou, en d’autres termes, on change de système. 

Supposons d’abord x = o :.on aura (6o) y=i', 
en second lieu, x = i ; on aura y—a‘, donc i° dans 
tout système, le logarithme de l unité, est zéro; a® le 
logarithme de la base, est f unité. Ces propriétés appar- 
tiennent essentiellement à tous les systèmes de loga- 
rithmes, c’est-à-dire, qu’elles sont indépendantes de 
la valeur numérique de la base a. 

an. Changeons -\-x en — x dans l’équation fon- 
damentale (6) , et nous aurons 



I 

or, l’exposant x augmentant continuellement par 
des différences égales, par exemple, la fraction — 

diminuera , puisque la base a est supposée > t : 
cette fraction tendra vers la limite zéro qui répond 
à X = oc , limite supérieure des nombres. 

.dinsi la base a étant plus grande que t unité , le 
logarithme de zéro , sera f infini négatif. 



Digilized by Google 




ÉLÉMENS D’ALGÈBRE. 207 

21 a. Nous allons démontrer les propriétés des lo- 
garithmes autrement que nous ne l’avons fait en 
ârithmétiqne où nous partions du rapprochement 
de deux progressions, l’une arithmétique commen- 
çant par zéro, l’autre géométrique eommençant par 
l’unité ; d’où il résultait aussi que le logarithme de 
l’unité, est zéro, comme nous l’avons trouv^plus 
haut, conclusion qui n'aurait plus lieu, si on adop- 
tait cette équation plus générale 

d’après laquelle le logarithme de l’unité, est — —■ 

Soient donc y , y deux valeurs de ^ , x' et x" leurs 
logarithmes pour une même base : ôn aura d’a- 
près (6) , ces deux équations particulières , 

a*'=y,a*" = y, 

dont le produit est 

a*'**"=yy, 

or, x'-t-x" n’étant qu’un des nombres représentés 
par X , ety;^" la valeur correspondante de ^ , on aura , 
d’après la définition et la notation des logarithmes , ' 
x'-+-x"= log {y. y) , ou logy-t- iogy= log (yyy 
En supposant d’autres nombres y, y', y, etc. , et dé- 
signant leurs logarithmes par x', x", x'", etc., on aurait 
a-’=y,a*"=y, etc., 

d’où 

dx'+x"-t- etc. — y y y" etc. 

et , d’après la définition , 

x'-t-x"-+-x'"-H etc. log. ^yy" etc.), 
c’est-à-dire , 

log/rL log y -I- logy "-t-etc. = log {yyy etc.) : 
d'où on conclut que le logarithme dun produit, est 
la somme des logarithmes des facteurs. 

21 3 . Tous les facteurs y, y" ,y , etc., étant égaux 
entre eux , et en nombre m , la propriété précédente 
devient 



» 
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m log^=log O"); 

donc le logarithme de la puissance entière m <Tun nombre, 
est égal a m fois le logarithme de ce nombre. 

ai 4* Si l'on divise l’une par l’autre les égalités 

on trouve 

I _'i 

•• — •* ■==■'-» 

7 ’ 

d’où, d’après la définition, > 

■— a:" = Iog 0,),oa log / — logy'=log 



X 



donc le logarithme d’un quotient , s'obtient en retranchant 
le logarithme du -diviseur de celui du dividende , et consé- 
quemment le logarithme d’une fraction est le logarithme du 
numérateur moins celui du dénominateur. 

ai 5. En élevant l’un et l’autre membre de 



à la puissance fractionnaire — » ce qui revient à ex- 
traire d’abord la racine , puis à élever à la puis- 
.sance on a (Chap. IX) 

mm / «\ 

a”^ z=z y”, d’où " j: = log Ky") =" Iqg /• 

Sous l’hypothèse m= i , la propriété précédente de- 
vient 

1 log ^ = log ( vÿ ) = 

le logarithme de la racine d’un nombre , s'obtient donc en 
divisant le logarithme du nombre par F indice de la racine. 

ai6. Comme ces propriétés sont absolument in- 
dépendantes de la valeur numérique de La base a 
du système, nous pourrons supposer a = io : la 
raison de ce choix est que le nombre lo sert 
de base à notre système d’arithmétique. Noos 
n’examinerons pas ici les inconvénieus qui ré- 
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sulteraient de l'hypothèse d'une base fractionnaire. 

L’exposant x est le terme général de la progression 
arithmétique 

etc. 4 » 3 , — a , I, O, I, 2, 3 , 4 i/ 5 , etc. 

et, pour a=to, le nombre jr est le terme général 
de la progression géométrique 

. I I I X 

etc. , , , — , I, 10, 100, 1000, 

10000 1000 100 10 

10000, 100000, etc. • 

Nous démontrerons (a* sect. ) qu’on ne peut as- 
signer les logarithmes des nombres négatifs , ou , 
en d’autres termes , que ces logarithmes sont ima- • 
ginaires , ce qui , dans le système que nous suppo- 
sons ici , résulte clairement du' rapprochement des 
deux progressions ci-dessus dont la supérieure for- 
mée des logarithmes, comprend tous les nombres 
possibles, positifs et négatifs, tant entiers que frac- 
tionnaires et iucommensurables , ces derniers étant 
intermédiaires, tandis que la suite inférieure qui est 
formée des nombres correspondans, a pour limite à 
gauche zéro (86), et pour limite à droite l’infini, en 
sorte qu’elle ne comprend que les nombres plus 
grands que zéro (189). 

217. Proposons-nous maintenant de calcnler le 
logarithme d’un nombre pour la base 10, et pre- 
nons pour exemple le calcul du logarithme de 2. 
PuLsque log i = o et log 10=1, il est évident 
que le logarithme de tout nombre entre i et 10 , 
doit se trouver entre o.et i : le logarithme demandé 
sera donc une fraction décimale que nous désigne- 
.rons par x , en sorte qu’on aura 

I O* = 2 , 
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X étant de la forme - ; par cette substitution, l’é- 

a 



galité précédente deviendra 

io*‘* = 2 ,d’où io = a“, 

en élevant de part et d’autre à la puissance a. : la 
valeur de a doit se trouver entre 3 et 4 : on peut 
donc poser a = 3+p, ^ étant une fraction vraie: 
d’après cela , on aura 

I 

, io = a*xaP, d’où ï,25 = aP = af, 

P étant une fraction vraie ^ : donc déjà 




l’égalité i,a5 = aT donne 

i,a5^ =2» 

et on trouve = 3+8, où 8 est de la forme - : 
donc 

i,a5’x i,a5' = a, d’où i,a5»=i,oa4,et i,a5=i,oa4. 
En sorte que 



3 +- 









....(a), 



et il s’agit de calculer e : on trouve er= donc 
i,a5 = i,oa49’ X i,oa4’ = 1,23794 X i,oa4'5 d’où 

1 ,oa4*! = 1 ,0097 : ainsi 2^ est une fraction ^ , et d’a- 
près (a) , ou a 






_ 

9+f 



( 3 )- 



* 
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an 



Il s’agit doue de satisfaire à l’équation i,oa 4 
= 1,0097, ou à celle-ci 

1,034=1,0097”; 

on doit prendre Ti = a+6 ; d’où résulte 

1,024 = 1,019494x1,0097», d’où 1,0044 = 1,0097», 

0 étant une fraction vraie ^ , de sorte qu’on a 



a:=5 — r 

‘ 

et 

1,0044^ = 1,0097 • 

on déduit de cette équation, X=2+[ij cette subs- 
titution donne 

1,0097=1,008819 X 1,0044**, d’où 1,00087=1,00044** 

et |A est une fraction — : on a donc 



■3-h 



. 

9-^a— ■*— . 

a H — 



et 1,00087 — i,oo44’ qui revient à 
1,00087”= 1,0044 , 

équation d’où on conclut v = 5-|-w et ainsi de suite. 
On a donc enfin 

I 



3 -t-; 



9+a-Tl- 

a-l- 



5-t-<d 



Supposons qu’on s’arrête au quotient a qui pré- 
cède 5 , et qu’on repasse , d’après ce qui a été dit 

14. 
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(Arith. 8o et suiv.) dé cette portion de la fraction 
continue à la fraction ordinaire correspondante; on 
trouvera 

x=;::log.a=—| =o,3oio3o9, 

résultat trop grand, mais exact dans les six pre- 
mières décimales : en s’arrêtant au quotient 5 , on 
aurait un résultat plus approché, mais trop petit. 
Voyez* le chapitre vingtième et la seconde section 
de ce traité. 

ai 8. Tout nombre n qui ri est pets une puissance 
exacte de la base lo, a un logarithme incommensu- 
rable. , 

lo. Nous supposerons le nombre n premier avec 
lo : comme, sous cette hypothèse, le logarithme 
de n ne peut être un nombre entier , il reste à dé- 
montrer , comme on l’a fait en pareil cas (n6), 
que ce logarithme ne peut être fractionnaire , c’est- 
à-dire , qu’on ne peut avoir 

m 

(lo)^ = n : 

car en élevant de part et d’autre, à la puissance p , 
et divisant les deux membres par i o , on aurait 



'• ^ lO 



or, — étant une fraction irréductible , d’après l’hypo- 

thèse, ne peut être (io3) un nombre entier tel 

que (lo)'"— * .'donc l’exposant x ne peut être une 
fraction , et comme cet exposant est un nombre , il 
De peut qu’être incommeasurable. 

a". Supposons que n ait avec lo des fréteurs a 
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ou des facteurs 5 , et qu’on ait , par exemple , 
n=a'y.n , ri étant premier avec lo; si on posait 



(loY — wxn', 

on aurait 

(ioy” = af"xn^, 

et en divisant par n , 

égalité impossible, quand lo et n'sont des nombres 
premiers. 

3 °. Soit enfin iï=a'’x 5 vxn", n" étant premier 
avec I o ; et supposons encore 



m 

(lo) ^z= a''x 5 î xn", d’où (lo)*" = a'î’x 5 ®’xn>; 
après la division par n" , on aurait l’égalité impos- 
sible 



rio)" 

^^=aTx5îPX«'ï’-‘. 

n 



a 19. La différence entre les logarithmes de deux 
nombres entiers consécutifs^ est èC autant plus petite , 
que ces nombres sont plus grands. 

Soient , pour le démontrer , les deux équations 
a* = /j , a^^i=n-\-i ^ 

^ étant la différence en question : en divisant la • 
seconde égalité par la première, on trouve 

0^ = 1+ d’où J = log 



or, plus le nombre n est grand , plus la fraction ^ 

est petite et moins log diffère de log i ou 

de zéro (a 10). C’est pour cette raison que, dans 
les tables de logarithmes par Collet., les petites ta- 
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Lies de différences, sont très -multipliées dans les 
premières pages, et qu’elles deviennent plus rares 
par la suite, c’^t à-dire, à mesure que les nombres 
deviennent plus grands. 

aao. Il existe un rapport constant entre les loga- 
rithmes du même nombre , calculés sur deux bases 
différentes. 

Soient les deux équations 
^ a*=n , e^=ny 

a et' e étant deux bases différentes , x et x' les loga- 
rithmes du même nombre n sur ces bases, loga- 
rithmes nécessairement différens, et que, par cette 
raison, nous noterons différemment eu cette ma- 
nière : x= log n,x'=l.n. Comme les seconds mem- 
bres sont égaux , les premiers le seront , et on aura 
a^=e^ : 

or, ces nombres a* et e*' étant égaux, leurs loga- 
rithmes le seront aussi , quelle que soit la base sur 
laquelle on les calcule , base par rapport à laquelle 
ainsi que seront deux nombres : si donc on 
désigne par L ces logarithmes , pour dire qu’ils 
sont calculés sur une base .d autre que a et e, 
on aura 

£(û*)=rl(e0, 

et, d’après la propriété (ai 5), 

X La'=-x Le. 

Supposons maintenant que la base ^se change en 
a , le logarithme L se changera en log et la relation 
précédente deviendra 

X log a = or' log e : 

mais à cause de log û = i (aïo), et après avoir rem- 
placé X et X par log netln, on aura 
log n=ln X log e, 
d’où l’on tire ce rapport 
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lp = ,„g..: 

or, e étant un nombre invariable ainsi que log e, 

le rapport sera constant pour toutes les valeurs 

de n, et dans toute l’étendue des systèmes log n 
et In. 

De la relation précédente , on déduit 

In = -r— î — X log n . . (à). * 

loge 

jlinsi ayant déjà calculé des tables de logarithmes 
pour la base a , si on veut le logarithme d'un nom- 
bre quelconque sur une base e , il suffira de diviser le 
logarithme tabulaire de ce nombre^ par le logarithme 
tabulaire de la nouvelle base. 

Si dans larelation x La=x L e, on suppose L e^i, 
et qu’on remplace x par log /i, et x' par In, la lettre 
l indiquant les logarithmes calculés sur la base e, 
et log étant calculé sur la base a , on aura cette 
relation 

1 In ' 

qui nous sera utile par la suite. 

Proposons-nous, par exemple, de trouver le lo- 
garithme du nombre ^ , dans le système dont la 

base est 9 , ayant des tables de logarithmes pour la 
base 1 0 : la relation (a) ci-dessus, «n y remplaçant n par 

deviendra 

, ( I \ »°g(~ÿr) _ o—logt^ 3 _ — jlog'i 

log 9 log 9 a log 3 
Eu effet , si l’on part de la relation 
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on sera conduit à supposer l’exposant négatif, ou a 

changer x en — x', ce qui donnera 

I 1 

■^“ 73 ’ 

et il est clair alors qu’on doit avoir x'=j , et qu’ainsi 

^ î 

On trouvera aisément — a pour valeur du loga- 
rithme de 0 , 8 1 dans le système dont la base est 
Ces deux exemples sout sufBsans pour l’intelligence 
de la règle. 

aai. Comme nous sommes entrés en arithmétique 
dans de grands détails sur les caractéristiques absolues 
et négatives et sur la solution de ces questions, i^un 
nombre étant donné, trouver son logarithme; a® un lo- 
gariüime étant donné , trouver le nombre , nous pas- 
serons de suite à quelques applications qui fami- 
liariseront avec les propriétés des logarithmes et l’u- 
sâge des tables. 

Probl. I. On suppose une suite de nombres, qui 
commence par a , et dont chacun soit le carré du 
précédent; on demande combien il faudrait de ca- 
ractères pour représenter le a5^* nombre de cette 
suite? 

Les termes de cette suite sont 

a', a’, a^, a*, a"', a’’ etc. 

or, la caractéristique du logarithme d’un nombre 
ayant toujours autant d’unités qu’il y a de chiffres 
moins un dans le nombre correspondant, lorsqu’il 
est entier (Arith.) , il est clair que la solution de la 
question proposée, se réduit à la recherche de la 
caractéristique du logarithme du aS**** terme de la 
suite ci-dessus. Si l’on observe que les exposans du 
nombre a , sont les puissances de a , à partir de la 
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puissance o , inclusivement , on en conclura que 
l'exposant du terme, que nous désignerons par/, 
est .= 16777a 16, ea sorte que 

• jf jit777u6^ 

et conséquemment 

log j^=log(a*‘”’’‘®)= 16777x16 y log a. 

= 16777x16 X o, 3 oio 3 oo 
= 5 o 5 o 445 , 33 a 48 oo 

or, puisque la caractéristique de log/est 5 o 5 o 445 , le 
nombre en question aura donc 5 o 5 o 546 caractères. 

Probl. II. Des quatre quantités qui entrent dans la 
formule S—c^i + i)", (Chap. XIF), trois étant 
données , trouver la quatrième. 

.1 “.^Soient c = a 354 of,i=o, o 5 et n = 4 = on aura 
à calculer 

cS=a 354 o X (i,o 5 )‘; ' 

on trouve 

log a 354 o=: 4 , 37 i 8 o 65 
4 log 1,05=0,0847572 

log 5 = 4 , 4565637 =log a 86 i 3 f,oa. 
a®. Si, pour les mêmes données, on veut calcu- 
ler i , il faudra dégager i de la formule 

a86i3,02=a354o(i-+- j/,d’où * = 

or, 

log a 86 i 3 , 02 = 4,4565637 
log a 354 o =4,3718065. 

diff. =0,0847572 
7difF.=o,02ii892 = log i,o 5 ; 
retranchant l'unité de ce nombre , il reste * = o , o5. 

3 °. Supposons qu’il s’agisse de calculer n : il faudra 
dégager n de la formtile 



’a86j3,oa 

23540 
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a8Gi3,oa=a354o x (t,o5)", 
ce qu'on fera en prenant les logarithmes de part et 
d'autre, et ou aura . . 

log a86i3,oa=log a354o + nlog i,o5 . 

d’où 

^ log a86i3,oa — log a354o 0,084757a ^ 

log(i,o5) o,oaii8y3 ’ 

ce qu’on savait d’avance. 

On pourra reprendre la formule 
c (i + iy 

x== 

I + 1 4- /; + ( I + + + ( I + Z ‘ ( 1 + ‘ 

trouvée (Chap. XIV) et s’exercer à calculer 1°. x dans 
les hypothèses c^aoooo*", i=o, o5 , « = 4’> 3°. La 
valeur de c qui répond à celle qu’on aura trouvée 
pour X, à t=o,o5 et n=4’ auquel cas on doit trou- 
ver c=aoooo. Le calcul de i, lorsqu’on connaît x, 
c et n, exige, comme nous l’avons observé (idem) la 
résolution générale des équations numériques pour 
laquelle on trouvera dans ce traité l’ensemble des 
méthodes convenables. 

Probl. III. Etant donnés dans une progression géo- 
métrique croissante , le premier terme , le quotient et 
le terme sommatoire , trouver le nombre des termes. 
De la formule trouvée (ao3) , savoir 
^ uq — a aq" — a 

“ ' ' "" y 

q—l ç_i 

on tire d’abord 




équation dans laquelle le nombre inconnu n est 
engagé en exposant : à l’effet de dégager n, on 
prendra les logarithmes de part et d’autre , et on 
aura 
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nlogÿ = log[ 1— ^x-î-^] 

log [ 1 - 5 x 1 :^] 

log ÿ 

Si û = i, q=zio, 5=iiiiiJ, on aura log ^ = i , 
i—q 



I — 5 X 



> + 990909 = *000000 ’ 



n- 



log 1000000 



= 6 ; 



ainsi les termes sommés, seront au nombre de six. 
Probl. rV. Évaluer x d'après 1 équation 
Comme l’inconnue x est engagée en exposant , 
on ne peut la dégager que par les logarithmes : ainsi 
prenant les logarithmes de part et d’autre, on au- 
ra (ai 5 ), 

c* log * = log d, dou C* = 

prenant de nouveau les logarithmes des deux mem- 
bres , il viendra 



X log c = log = log logé/— log log b, 

en observant que log d et log b sont deux nombres, 
et que (ai 4 ) le logarithme de leur quotient est le 
logarithme du numérateur moins celui du dénomi- 
nateur : divisant par log c, on obtient 
log log d — log log b 
î^c 

Pour A = io, c = i, d — 100 , on a log d = %, 
log 1 , log c=o, et 

log a — log I log a. 

X ^ ^ 



; QO ; 
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symbole d’absurdité (86"), et, en effet, 
thèses, l’équation 

c* log A = log dy 

devient 



sous ces hypo 

V ' 



1 ^=:%^ OU I=a, 

ég.'ilité absurde. 

Si l’on suppose d=b, c=i , il arrive que 

O 




symbole d’indétermination (6i , 79 et 198), et, 'en 
effet, la proposée qui se transforme alors en 

d'^=d, ou d=d, 

est satisfaite par tous les nombres jt, puis qu’elle ne 
contient plus x. 

Probl. V. Résoudre t équation am* — bn*—o. 

Après avoir fait passer hn* dans le second mem- 
bre, et pris les logarithmes de part et d’autre, tou- 
jours sur la base 10, on aura, 

_ '°6 ( r ) 

a + ^ — X 

Probl. VI. Résoudre l’équation 
Alultipliant les deux termes de l’exposant de m par 
a-+- 1/ — X, prenant les logarithmes de part et d’au- 
tre, dégageant V' — x, élevant au carré à l’effet de 
faire disparaître le radical, puis faisant les réductions, 
on tombera sur une équation de cette forme 
x’-f-/>x + ÿ = o, 

que nous traiterons dans l’un des chapitres suivans. 
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CHAPITRE XVII 



RÉSOLUnOir DFS ÉQDATION.H D^TKIlMinÉES DU PREMIBB 
DEGRi A PLUSIEURS INCONNUES. 

aaa. Nous avons dit (lo et 196) qu’une équation 
est la traduction algébrique de deux phrases équi- 
valentes exprimées en langage ordinaire dans l’é- 
noncé d’une question, phrases qui énoncent une 
relation entre l’inconnue et les données; mais une 
question peut renfermer un plus grand nombre de 
ces relations : lorsqu’elles sont bien distinctes et indé- 
pendantes, et que d’ailleurs les inconnues sont préci- 
sément en même nombre que ces relations , elles 
donnent lieu à des équations déterminées : nous 
Déconsidérerons ici que celles qui sont du premier 
degré , c’est-à-dire dans lesquelles les inconnues sont 
à la première puissance. 

* Pour fixer les idées, proposons-nous de trouver 
deux nombres tels que le double du premier ajouté 
au second, donne il\ ; et que la somme de cinq Jbit 
le premier et de trois fois le second, soit 65 . 

En désignant le premier nombre inconnu par x 
et le second par y , on trouvera bien facilement ces 
deux équations. 

a X +y= a 4 , Sx -t- 3 jr—GS. 

Supposons maintenant qu’à la seconde condition, 
on substitue celle-ci , et tels que six fois le premier 
nombre plus trois fois le second fassent 7a , on aura 
ces deux équations 

a a: -t- ^ = a4 , 6x -4- 3 ^'— 7a , 
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dont la seconde , après la division des deux membres 
par 3, devient identiquement la première; en sorte 
qu’on n’a plusqu’une équation insuffisante pour faire 
découvrir deux inconnues , puisque l’une d'elles est 
nécessairement exprimée au moyen de l’autre ; la 
question correspondante est dite indéterminée (iqS). 

aaS. Les équations déterminées du premier degré 
à plusie*urs inconnues, peuvent être résolues par 
l’une quelconque des méthodes suivantes qui con- 
viennent également aux équations littérales et nu- 
* mériques , méthodes qui supposent essentiellement 
que chacun des symboles zetc., représente le 
même nombre dans toutes les équations. 

Le premier mode de résolution consiste à prendre 
dans toutes les équations, la valeur d’une même 
inconnue, comnie si toutes les autres étaient con- 
nues, et à égaler l’une de ces valeurs à toutes les 
autres , ce qui donne une équation et une inconnue 
de moins : dans ces nouvelles équations, on prend 
encore la valeur d’une même inconnue, on égale 
l’une d’elles à toutes les autres, ce qui donne en- 
core une inconnue et une équation de mnins^ 
En continuant de cette manière . on parvient enfin 
k une équation ne renfermant plus qu’une seule in- 
connue : on la résout et on substitue la valeur de 
l’inconnue qu’on vient d’évaluer, dans une des équa- 
tions à deux inconnues dont l’une est celle qu’on 
vient de calculer, et qui fait connaître la seconde; 
on substitue ces deux valeurs dans une des équa- 
tions à trois inconnues, qui devient équation à une 
inconnue qu'on peut évaluer. On remonte ainsi jus- 
qu’à l’une des équations primitives qui sert à dé- 
terminer la dernière inconnue. 

Dans le second mode , on prend dans une des équa- 
tions la valeur de l’une quelconque des inconnues. 
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et on la substitue dans toutes les autres équations, et 
on a ainsi une équation et une inconnue de moins : 
on fait sur les équations résultantes le même calcul 
que sur les précédentes, et, en le répétant un nom- 
bre suffisant de fois, on parvient à une seule équa- 
. tion ne renfermant qu’une inconnue, et qui sert à 
l’évaluer : puis, par des substitutions successives, 
on détermine successivement les autres inconnues. 

Enûn le troisième procédé consiste à comparer 
l'une des équations à chacune des autres qu’on 
transforme de manière à ce que dans les deux équa- 
tions que l'on compare successivement , la même 
inconnue ait le même coéfücient , et , à cet effet , 
on multiplie les deux équations de chaque couple 
par le coéfficient de cette inconnue dans l’autre : 
cela fait, on ajoute ces deux équations membre 'à 
membre, ou on les retranche l’une de l’autre, sui- 
vant que les coéfficiens de l’inconnue qu’on veut 
éliminer , ont des signes différons ou le même signe: 
on a ainsi une équation et une inconnue de moins. 
En opérant sur ces dernières, comme on vient de 
le faire sur les proposées , et répétant cette opéra- 
tion assez souvent , on arrive enfin à une seule 
équation à utie inconnue qu’on détermine , et dont 
la valeur sert à faire trouver successivement celles 
des autres inconnues. On peut encore multiplier 
chacune des équations , à la réserve d’une seule, 
par une quantité nécessairement arbitraire ou indé- 
terminée , faire la somme de ces produits qu’on 
combine par addition ou soustraction avec l’équa- 
tion non multipliée ; par là , on n’a plus qu’une 
équation entre toutes les inconnues et autant d’ar- 
bitraires' moins une , qui entrent dans les coéfficiens 
de chacune des inconnues : on dispose alors de ces 
arbitraires de manière à rendre nuis les coéfficiens 
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de toutes les inconnues moins une qu’on peut dé- 
gager : mais comme cette inconnue est exprimée au 
moyen de toutes les arbitraires , il faut évaluer ces 
dernières , ce qui est possible , puisqu’on a pour 
cela un nombre suffisant d'équations. On observera 
qu’on peut égaler successivement à zéro les coéffi- 
ciens de toutes les inconnues moins chacune d'elles 
qu’on dégage ensuite , et qu'à chaque fois il reste 
autant d'équations de condition que d’arbitraires. 

Il faut observer que chacun des procédés que nous 
venons d’indiquer, ne doit pas toujours être em- 
ployé à l'exclusion des autres : on doit choisir 
entre eux, ou les combiner suivant qu’on le juge 
convenable pour la facilité et la brièveté des calculs. 
Lorsque toutes les équations ne contiennent pas 
chacune la totalité des inconnues , leur résolution 
devient plus facile. 

aa4. Les divers procédés d’élimination revien- 
nent au même dans le fond , et ils conduisent tous 
à une seule équation du premier degré à une in- 
connue, laquelle n’admet qu’une valeur: mais comme 
la substitution de cette valeur dans une des équa- 
tions précédentes à deux inconnues, la convertit en 
une équation à une inconnue qui n’a encore qu’une 
valeur, et comme on est conduit à la même conclusion 
à l’égard de chacune des autres inconnues, il est 
donc démontré qu’il n’existe qu’un seul système 
de valeurs qui puissent satisfaire à plusieurs équa- 
tions du premier degré entre autant d'inconnues, 
et que ce .système est fourni par l’une quelconque 
des méthodes que nous venons d’exposer. 

aaS. Si l’on avait moins d’équations que d’in- 
connues, l'application des mêmes règles conduirait 
à une seule équation entre plusieurs inconnues ; 
ainsi la valeur de l’une d'elles ne pourrait être dé- 



Digilized by Google 




ÉLÉMENS D’ALGÈBRE. ’ aa5 
terminée qu’après en avoir assigné aux autres, et com- 
me celles-ci ne sont astreintes à aucune condition, ou 
sont arbitraires , le problème admet une infinité de 
solutions ; il est dit alors indéterminé. Ce cas aurait 
encore lieu , lors même qu’on aurait en apparence 
autant d’équations que d’inconnues , si ces équa- 
tions , au lieu d’étre toutes Indépendantes, étaient, 
en partie , comprises les unes dans les autres. Si 
enfin les équations , réellement différentes , étaient 
en plus grand nombre que les inconnues , le pro- 
blème serait plus que déterminé ; et , en effet , après 
avoir évalué toutes les inconnues, en employant un 
égal nombre d’équations, il faudrait que la substi- 
tution des valeurs trouvées dans les équations res- 
tantes, les réduisit à la forme o^o, en supposant 
tous les termes dans un même membre , ce qui ne 
peut avoir lieu que sous certaines relations entre les 
quantités connues. Ces relations sont alors les équa- 
tions de condition nécessaires pour que la question 
propo.sée puisse être résolue : si elles ne sont pas 
satisfaites , la question sera impossible. 

aa6. Considérons d’abord les deux équations à 
deux inconnues 



{jd). . . .ax-\-bjr=c, dx-^b'y=c . . . .{B) ; 



si, d’après le premier mode de résolution, l'on prend 
dans chacune une valeur de or, on aura 



c — by 

jc = — — ; 




l’égalité des seconds membres fournit une équation 
du premier degré en qui donne 



ac — cd 

^~7 abi — bd 




cette substitution faite pour y dans l’une des deux 

i5 
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précédentes valeurs de x, donne, après les réduc- 
tions , 

cb — hc 

* ab — ba 

On aurait pu, suivant le second mode, substituer 
dans (B), la valeur de x en prise dans (A), et on 
aurait obtenu une équation en y qui aurait fait con- 
naître la valeur de cette inconnue dont la substitution 
dans (A) ou dans (B) aurait fait connaître x. 

Suivant le troisième mode de résolution, on mul- 
tipliera 1 ° l’équation (A) para' coéfbcient de ar dans 
la seconde, et l’équation (B) par a, coéffîciept de x 
dans la première, puis retranchant un de ces pro- 
duits de l’autre , on aura une équation en y d’où 
l’on tire ; a® l’équation (Aj par b et l’équation (B) 
par ù, puis retranchant l’un de ces produits de l’au- 
tre , l’équation différence donne x. Enfin on peut 
encore multiplier l’une des deux équations , (A) , par 
exemple , par l’indéterminée m , ce qui donne 

amx -H bmy=mc , 

et retranchant l’équation (B) de ce produit , on a 
pour différence, 

{am — a')x-\- {bm — b')y=cm — c' (i). 

Comme rien ne détermine la quantité m , on peut 

ÿ 

la supposer telle que bm=b\ d’où m=-^ \ sous celte 

valeur , le terme en y disparaissant , il reste , 

{am — ci)x = cm — d 

d’où l’on tire, 

cm — c cb — bc 

am — a ab' — bd ’ 

après avoir remplacé m par sa valeur. On peut aussi 
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t 

supposer ayn=a', d’où/n= — , et l’équation (1) se 
- réduit à 

(bm — b')jr= cm — c', 

d’ou l’on tire , 

cm — Cf ac — cà 

^ bm — y ah— bd 

Ces valeurs de x et sont les mêmes que celles que 
nous avons obtenues précédemment. 

227. Passons à trois équations du premier degré 
entre trois inconnues ; le système le plus général 
de ces équations, est le suivant : 

ax+by-^cz=d (C) 

d x+b'y+c'z =d ' . . . . fD) 
ax-^b"x-\-cz=d '’ . . . .(E) 
qu’on traitera d’après chacun des procédés indi- 
qués (223). Nous n’appliquerons que les deux sui- 
vans : on multipliera (C) par d , puis (D) par a , 
et on fera la combinaison , 
a'(C) — a{jy)==(db — ab')y+ (de — ac')z=dd — ad. 

puis on multipliera (C) par a” et (E) par (a) , et on 
fera la combinaison, 

d'(C)—a[E)=(d'b — ab'']y-\-(a"c—ac')z==d'd — ad'(G); 

ainsi les trois équations (C), (D), (E) entre trois in- 
connues X, /, Z spnt réduites aux deux (F) et (G} 
entre les deux inconnues y, z, qu’on évaluera , 
comme on l’a dit précédemment, puis après avoir 
reporté leurs valeurs dans l’une des proposées, on 
calculera la troisième inconnue x. On peut aussi 
multiplier (C) par rw, (D) par n et faire la combi- 
naison , , ,1 

mCC)-t-n(D)— E=o (H), 

puis 011 disposera de m et n de manière à faire dis*' 

1 5 . 
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paraître d’abord les termes en x e.i y : à cet effet , 

on posera les équations , 

am-\-a'n — a'=o , hm-\-h'n — h'—o , 
et l’équation (H) ne renfermant plus que z, on en 
déduira, 

dm+d'n — d' 

Z= ; 7,‘ 

cm-\- en — c 

des deux équations ci-dessus en m et n, on tire, 

d'b' — b"d ab" — bà' 

^ ab' — ba ’ ” ab' — bd ’ 

substituant ces valeurs dans celle de z, on trouve, 

_ d[b'à’—a'b")-\-d'{ab"—bà’)-^d'{bd—ab') , . 

^ et b' d — à b"] -t- c (ab" — bd') c" {bd — ab') ^ 

En posant dans (H) 

am+dn — a"=o, cm-\-cn — c"=o, 
les termes en x et z de cette équation disparais- 
sent, et après avoir tiré de l’équation résultante, 
et remplacé m et n par leurs valeurs déduites des 
deux conditions précédentes, on trouve en£n 

_d(c'a" — dc")+d’(ac" — ca")+d",(ca' — ac') 

^ b\ca — û'c"j -h b ( ac — cd') b" (cd — âc) ' • 

En posant enfin dans (H) 

bm+b'n — b"=Oy cm-^cn — c"=o, 
on obtient 

. _ d{ch'—yc')+d'{hc'--d>')-^d'''^cb'—bd) 

^ a{cb" — b'd')-\-d{bc' — cb")-\-d'{cb‘ — bc) 

Ces formules (Z), {Y) et {X) sont faciles à réduire 
en nombres , à cause des facteurs communs aux 
deux termes des fractions. On remarque même que 
le numérateur de la valeur de z , se forme de son 
dénominateur, en changeant dans celui-ci c en d, 
c en É?, c" en d' , c’est-à-dire, le coéfficient c de z 
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dans le terme tout connu d : que le numérateur de 
Y n’est que son dénominateur, en y changeant b 
en d, b' en d, b" en <T, c’est-à-dire, le coefficient 
de y dans le terme tout connu ; qu’ enfin le numé- 
rateur de X provient de son dénominateur par le 
changement de a en d, d en éT , o" en d' , ou du 
coéfficient de x dans le terme tout connu : il res- 
terait donc à découvrir la loi de composition de 
chaque dénominateur, ce qui n’exigerait qu’un peu 
d’attention, mais comme l’énoncé de cette loi de- 
vient très-laborieux sur les formes précédentes, nous 
nous dispenserons de le rapporter. Après avoir changé 
les signes dans les denx termes de a: et x , on trouve 
que les trois inconnues ont un dénominateur com- 
mun qui est, 

D=ab'c' — acb"-\-cdb" — bdc+bcd — cb'à\ 



.[ZJ 



et que 

ab'd"—ad’B'+ddB'—bdd"+bd'çi'—db'd' 

g *~~ ■ I I ■ 1 1 ■■ ■ • 

D 

ad'c — acd"-\-cdd" — ddc +dcd' — cd'd' , 

5 m 

db'd—ddh’^c.d'B'—bd'd-\-bcd"—cb'd" r 
x= 2 ) 



aa8. Nous allons exposer la loi qui sera démon- 
trée dans la seconde section de ce traité, au moyen 
de laquelle on peut former, sans calcul, les termes 
des fractions valeurs des inconnues. A cet effet, re- 
prenons les formules 

cb' — bc ac — cd 

^ — ah— bd ’ ah— bd ’ 



dont le dénominateur commun n’est formé que des 
coéfficiens des inconnues, avec et sans accent : pour 
le composer, on fera les deux arrangemens ab et ba 
des coéfficiens de x et y, on accentuera une (ois 
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la seconde lettre, puis on affectera ces arrangemens 
des signes -j- et —, en commençant par + : les 
numérateurs se déduiront de ce dénominateur, en 
changeant, pour a:, son coéfficient a dans le terme 
connu c, et pour^, son coéfficient h dans le même 
terme : on observera que l’accent de a et celui de 
h doit être transporté à c. Passons aux formules^ 
développées [A^], [T], \Z\ : pour obtenir le dénomi- 
nateur commun D, on formera (157) tous les ar- 
rangemens des trois lettres a, è, c, en écrivant la 
troisième ou la nouvelle lettre c, successivement à 
droite de B, entre a et et à gauche de a dans le 
premier arrangement puis à droite de a, entre 
a et 5 , et à gauche de B dans le second arrange- 
ment ba : de cette manière, on obtient ces arran- 
gemens de trois lettres, 

abc acb cab bac bca cba ; 

on les aflecte, dans le sens de gauche à droite, al- 
ternativement des signes + et — , puis on accentue, 
une fois la seconde lettre de chaque arrangement , 
et deux fois la troisième ou celle de droite : on a 
ainsi le dénominateur Z>, d’où on conclut, i<> le nu- 
mérateur de X, en changeant dans le coéfiicient 
a de X, dans le terme tout connu d; a“ le numéra- 
teur de en changeant dans D le coéfficient b àe jr 
en d ; 3 ° le numérateur de z , en changeant dans D 
le coéfficient c de z en df, et transportant à d les 
accens des lettres que d remplace. Pour former le 
dénominateur commun des incounues déduites des 
quatre équations 

ax -\-by-\-cz-k- dt=e 
àx -H b'jr c'z -H dt=u! 
à'x -t- b"y-^ cz -P (T t=e 
n"x+b'y-\-c"z+d"t=e\ 
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il faut introduire la lettre d k toutes les places possi- 
bles dans chacun des termes 

ai>c, — acB, — 6ac, -\-bcay — cha 

mais en observant, quant aux signes, que pour 

+ abcd — abdc -f- adbc — dabt 

— aebd -t- aedb — adeb -f- dacb 
-f- cabd — cadh -t- edab — dcab 

— bacd 4- bade — bdac + dbac 
4- bcad — beda 4- bdca — dbea 
— efjod 4- iJ>da — edha 4- dbea; 

en sorte que les signes sont alternatifs dans chaque 
ligne, sans l’être d’ùnë ligne à l'autre : il faut en- 
suite écrire toutes ces lignes bout à bout, et accen- 
tuer une fois la seconde lettre, deux fois la troi- 
sième, et trois fois la dernière à droite. De ce dé- 
nominateur commun, on déduit le numérateur de 
Xy en changeant a en e; celui Ae jr, en changeant 
b en e; celui de z, en changeant c èrï e, et enfin 
celui de t en changeànt d en e. On ttonverà (II« sec- 
tion XXVII ) , une démonstration générale de ces 
lois. 

aaq. ÎTous ferons line remarie. Lorsqu’on a déjà 
évalué numériquement l’une des quatre inconnues, 
par exenlple, engagées dans (Juàtre équationa déter- 
minées du premier degré, par une des formnles dont 
nous venons d’assigner le mode de composition , 
on peut en reporter la valeur dans trois des qua- 
tre équations qui ne contiendront plus que trois 
inconnues, et on en évalue a une aO moyen d’une des 
trois formules correspond nies; puis après avoir por- 
té sa valeur dans deux <les trois équations précé- 
dentes, on aura deux équations entre deux incon- 
nues dont on évaluera l’une au moyen d’une des 
deux formules convenables, valeur qu’on reportera 



4- abc 

— acb 
-t- cab 

— bac 
4- bca 

— cba 



on a 
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dans l'autre équation entre deux inconnues, laquelle 
donnera la dernière inconnue. 

a3o. Passons maintenant aux applications qu’il sera 
bon de multiplier. 

Probl. I. Trouver deux nombres dont la somme soit 
m et dont la différence soit n. 

Désignant le premier des deux nombres par x , 
et le second par y, on aura ces deux équations, 

X -}ry=m, X — y=n; 

en les ajoutant , puis soustrayant la seconde de la 
première , on trouve ainsi ces deux formules 



m - 



■n 




qui forment le théorème énoncé ( 9 ). 

Probl. II. Supposons qu’il s’agisse de trouver les 
distances entre quatre points A, B, C, D, sachant seu- 
ment i® que si à la moitié de la distance de A à C, 



on ajoute les ^ de la distance de A à D, plus 3i, 4 



mjrriamètres , on a la distance de A à B , a® que si 
à la distance de A à B, on ajoute la moitié de celle 
de A à D plus 9 , 5 mjrriamètres ^ on a la distance 
de A à C; 3® que si de la distance de A à C, on retran- 
che la moitié de la distance de A à B plus 1 58 , 5 , 
mjriamètres, on a celle de A à D. 

Nommons x la distance de A k B, jr celle de A 
k C, Z celle de .d à D: 



la I**'® condition 

la a* 

la 3® 



donne 



x = Tr + l*+3i, 4 
y = x-i-iz-hg, 5 
z=y — {x — i58, 5 : 



transposant dans un seul membre les termes qui 
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renferment les inconnues, et faisant disparaître les 
dénominateurs par la multiplication, on obtient, 

4x — — 3z= iaS,6 
ax — a/-+ z = — 19 
X — aj^+az = — 317; 

retranchant la seconde équation de la première , 
puis la troisième de la première, on a les deux sui- 
vantes , 

ax — 4^ = J 44 » 6 
3x — 5 z = 44*» 

Pour les traiter , on multipliera la première par 3 , 
et la seconde par a , puis on ôtera le second pro- 
duit du premier, ce qui donnera 

z = aa5,7; 

portant cette valeur dans l’une des précédentes, on 
en tirera, 

x = 5a3, 7 ; 

enfin, reportant ces valeurs dans l’une des propo- 
sées, on en déduira 

^^ = 646,05. 

Probl. III. Trois personnes jouent ensemble : dans 
la première partie , le premier joueur perd avec cha- 
cun des deux autres , autant que chacun deux avait 
.dargetU : dans la seconde partie j c'est au second 
joueur que chacun des deux autres gagne autant 
qu'ils ont déjà d argent : dans la troisième partie, le 
premier et le second joueurs gagnent chacun autant 
d'argent au troisième qu’ils en ont : ils cessent alors de 
jouer, et il arrive qu'ils ont tous une somme égale, 
savoir, chacun a4 pièces. On demande avec combien 
dargent chaque joueur s’est mis au jeu? 

Supposons que l’enjeu du premier joueur ait été 
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de X pièces, celui du second, de^, et celui du 
troisième, de z, et faisons encore, 
x+x+z = S; 

comme les trois joueurs ont en somme autant après 
qu’avant le jeu, on aura 5 = 7 ». Or, d’après l’é- 
noncé, le premier joueur a perdu dans la première 
partie 5 — x; doue il lui reste ax — 5 pièces, au 
second ajf, et au troisième az. Dans la seconde par- 
tie, le second joueur a perdu 5 — puisque les 
deux autres avaient en somme, au commencement 
de la partie, aar-j- az — 5 = 5 — 2 y, il lui reste par 
conséquent 4/ — S. Ainsi à la fin de la seconde par- 
tie, les trois joueurs se trouvent avoir, le premier, 
4>r — a 5, le second, üj ’ — 5 et le troisième ^z. 
Enfin, la troisième partie terminée, il reste au pre- 
mier joueur 8j? — 4*5, au second 8 ^ — a5 et au troi- 
sième 8 z — 5. 



Lai^'Gond. 




1 8x — 


45=a4 




x=3-j-t5 


la a*“* 

la S*™* 


donne 

$ 


1 1 


a5=»4 

5=a4 


donc 


y =3+^5 
Z =3-+--j*S. 



remplaçant 5 par sa valeur 7 a , on trouve , 
x = 39,^=ai, z=ia. 

Oh voit comment la solution a été abrégée par l’hypo- 
thèse x-|-^-t- z=:5 : autrement on aurait été con- 
duit aux trois équations • 

t\x — t\y — 4 “ — ^4 
Gy — ax — az = »4 
7 z — y — jr=a4, 

qu'on aurait traitées d’après l’une des méthodes con- 
nues. Oh peüt encore résoudre cette question sans 
le secours de l’algèbre : en effet, qu’on considère 
que puisqu’à la fin du jeu , chacun des joueurs 
possède a 4 pièces, et que, dans là troisième partie. 
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le premier et le second ont doublé leur argent, ils 
doivent avoir eu avant celte dernière partie, le pre!- 
mier la pièces, le seconck la, et le troisième 4^ : 
que , dans là seconde partie , le premier et le troi- 
sième joueurs ayant doublé leur argent, ils avaient 
le premier 6 pièces , le second 4a et le troisième a4 : 
enfin que dans la première partie, le second et le 
troisième joueurs ayant gagne chacun autant, qu’ils 
avaient mis, l’état primitif du premier était 89 pièces, 
du second ai, et du troisième la. 

Probl. IV. Quatre joueurs te sont mis au j'eu; le gain du 
premier et le ^ du gain des trois autres, font en somme a5 f : 
le gain du second et le Ÿ du gain des trois autres fotU i4f : 
enfin le gain du troisième et le tiers du gain des trois autres, 
font 8 f : enfin le gain dû. quatrième augmente de la moi- 
tié du gain des trois autres , est 1 1 f. On demande quel est 
le gain de chaque joueur? 

En appelant x, jr, z, t les quatre inconnues, on 
est conduit à ces valeurs 

x = a4i y=i 2 , z= — a, t = — 6: 
on conblut des deux^ dernières que le gain des troi- 
sième et quatrième joueurs \ ^e change en perte 
(Chap. XI V). 

Probl. V. Un pire laisse en mourant un certain nombre 
denjans, et un héritage qu’ils doivent partager £ après ces 
conditions : le premier enfant prélève 100 £ et le dixième 
du reste : le second touche aoo i. et le dixième de ce qui 
reste : lè troisième touche 3oo f. et le dixième de ce qui res- 
te : le quatrième 4oo f. et le dixième de ce qui reste et ain- 
si de suite (*) ; il 'arrive que le bien a été partagé également 



(*) D’apré* cette loi que les nombres de francs qui entrent dans 
les paris successives, ont ponr différence constante additive loo f., 
et qu’à chacnn de ces nombres on ajoute toujours le dixième 
du reste. 
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entre tous les héritiers : on demande i° quelle est la somme 
a partager i a° combien il j a eUenJans; 3 ° combien chacun 
deux a reçu? 

Représentons la somme des parts ou l’héritage par 
Z, et par x, la portion de chaque enfant : puisqu’ils 

sont également partagés , leur nombre sera Cela 
posé, on aura ce tableau 




car toutes les portions étant égales, leurs diffé- 
rences premières sont nécessairement nulles, consi- 
dération qui fournit une équation de laquelle on dé- 
duit x=90of: la part de chaque enfant est donc 
de 900 francs. Pour évaluer z, on prendra, à vo- 
lonté, une des équations de la troisième colonne, 
la première par exemple, parce qu’elle est la plus 
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simple, et en y substituant pour x la valeur précé- 
dente, on en tire z= 8 ioo^, ce qui est la masse 4 

du bien à partager. Enfin - représente le nombre 

OC 

des héritiers , qu’on trouve = - * = q. On remar- 

^ 900 ^ 

que qu’ici - tient lieu d’une nouvelle inconnue. 

OC 

Probl. VI. On a différens mélanges de plusieurs subs- 
tances; on veut en former un dans lequel ces subs- 
tances se trouvent dans un rapport donnée on de- 
mande combien il faut prendre de parties de chacun 
des mélanges donnés ? 

Soit un de ces mélanges a A -{-b B cC\un second 

à A V B -H c C\ un troisième a" A -^.b" B c C , 
expressions dans lesquelles A , B,C, désignent les 
substances mélangées, a, b,c, a etc. , les propor- 
tions données dans lesquelles elles entrent dans cha- 
que mélange : soit a. A B -\-~(C.,\e nouveau mé- 
lange à composer en parties des trois premiers et 
dans lequel les proportions a, ^,7 de chacune des subs- 
tances.<^,i 9 ,Csontconnues. Si l’on désigne par Xyjr^z 
les nombres inconnus de parties qu’il faut prendre 
de chacun des trois premiers mélanges , pour former 
le quatrième, on aura l’équation 
(à A-\-bB-\-cC)x 
A-^hB-^dC)y 

\d'A -t- c"C)z=a^-h P 5 -H 7 C; 

ur, le nombre a de parties de la substance A dans 
le mélange, ne peut être que la somme des nombres 
de parties de la même substance , prises sur les subs- 
tances à mélanger : on en dira autant de p et de 7 : 
donc on doit égaler de part et d’autre les coéfficiens 
de A y ceux de B et ceux de C, considération qui 
fournit les trois équatious. 
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à X + by+cz = ei 

€LX+b'y-\-cz—^ 

H . 9 n . If 

a x + o y+c z^z-^. 

Supposons trois mélanges de métaux en fusion ; un 
kilogramme du premier mélange contient 13 parties 
d’argent, i de cuivre et 3 d’étain, ces métaux étant 
désignés par A y B, C; un kilogramme du second 
contient i partie d’argent , t a de cuivre et 3 d'étain : 
un kilogramme du troisiètoe contient o d’argent, ri 
parties de cuivre, a d’étain : il s’agit avec ces trois mé- 
langes d’en former pn pçi^veau qui, sur chaque kilo- 
gramme, contienne 4 parties d’argent, 9 de cuivre 
et 8 d’étain : on a 

n=ia,^>— I , c =3 
a'=i,A' = ia,c =3 

a"=Oyb''= I i,c"=a 

« =4>P = 90'i=8. • 

et on trouve x=-i^y jr=—, z=o-, en sorte que, 
pour former un kilogramme du ipélange demandé , 
il faut prendre de kilogramme du premier mélan- 
ge, de kilogramme du second , et o kilogramme 
du troisième. 

Probl. VII. Un ouvrier a travaillé la jours chez 
un particulier; pendant les 7 premiers jours, il a été 
secondé par sa femme et son fis , et il a reçu 46 francs : 
à une autre époque , il g. travaillé chez la même per- 
sonne pendant 8 autres jours , et 5 seulement avec 
sa femme et son fils , et il a touché 3o francs. On de- 
mande combien t ouvrier gagnait par jour pour saparty 
et combien gagnaient ensemble la femme et le fils. 

En désignant par x le gain journalier du mari, 
et par celui de la femme et du fils, on est con- 
duit aux deux équat ans 

la X -+-7 y =46 

8 X -4-5/=3o 
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qui donnent jc =i= 5 f,j -= — : si l’on corrige l’é- 
noncé d’après cette valeur négative de /(chap. XIV), 
on est conduit à celui-ci : un ouvrier a travaillé 
12 jours chez un particulier, et, pendant les sept 
premiers jours , il a eu avec lui sa femme et son fils qui 
lui occasionnaient une certaine dépense, et il a r^u 46 
francs : à une autre époque , il a travaillé cHléz la ^ 
même personne 8 autres jours , ayant avec lui peà^ 
dantlî jours, sa femme et son fis à la dépense des- 
quels il devait encore pourvoir. On demande combien 
l’ouvrier gagnait par jour, et qu'elle était la dépense 
journalière de la mère et du fils. Cet énoncé donne 
les équations 

i2Jf — ■7^=46 
Hx — 5 y = 5 o, 

qui ne sont autres que le$ proposées en changeant 
yen — y, et on en tire x = 5 , y=i. 

a 3 i. Passons à la discussion des racines et com- 
mençons par l’examen de celles-ci 

cb' — bc ac — ca' 

^ ah — bd ' ^ ah— bd ’ 
sous les hypothèses d=a, h— b, c=c, on trouvera 
ces résultats 

et comme ce symbole ° résulte de plusieurs suppo- 
sitions , il annonce une iudétef mination : en effet , 
les deux équations 

ax 4- by= c , a'x -y hy—c , 
se réduisent k celle-ci 

ax-^by=c, 

qui, comme nous l’avons déjà annoncé (aaS) , admet 
une infinité de solutions. 

Réciproquement, lorsque ces valeurs de a? et ^ se 
présentent sous la forme la qoestion e^t indéter- 
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minée ; en effet, on a , dans ce cas , les trois équa- 
tions 



cb — bc =o^ ad — cà = o,ab' — bd=.o^ 
qui, dans le fait, n’équivalent qu’à deux, proposi- 
tion facile à démontrer : car en prenant dans la 
première une valeur de c pour la porter dans la 
seconde, ou réciproquement, on trouve la troisième; 
en prenant dans la même une valeur de h pour la 
porter dans la troisième , ou réciproquement , on 
est ramené à la seconde ; et en prenant dans la se- 
conde une valeur de d pour la porter dans la troi- 
sième , ou réciproquement , on obtient la première : 
ainsi on ne peut supposer deux de ces équations 
sans supposer la troisième. Cela posé , les deux pre- 



mières donnent h= 



bd 




reportant ces va- 



leurs dans 

dx+b'y=d , 

on y portera , en même temps , l’hypothèse de l’in- 
détermination des racines , et on trouvera, après les 
réductions , 

ax+bjr—c : 

puisque les deux équations n’en font qu’une , la 
question est donc indéterminée. 

Examinons le cas de c = o , c' = o , c’est-à-dire , 
celui où les termes connus viennent à manquer: 
il est clair alors que les équations résultantes 
ax+bjrz=o , dx-\-b'jr=o 
sont satisfaites par x = o , y=o , conclusion qui 
résulte d’ailleurs de ce que les numérateurs des 
valeurs de x et deviennent nuis : il est essentiel 
d’observer que comme ici les conditions 
cb — bd — O, ad — cd — o, 
ont lieu non plus par la destruction des deux termes 
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qui forment le premier membre , mais par l’égalité 
à zéro de chacun d’eux, on ne peut plus dire que 
la troisième équation 

ah — bd^=:.o, 

soit une conséquence des deux premières, ni conclure 
x= - , y — -• Mais si outre c—o, c' = o, on a 

encore ’ ' ^ 

ah — bd —O, 

alors les valeurs de a: et deviennent indéterminées , 

1)CL 

et, en effet, cette condition donne, B=. — dont la 

’ a 

substitution dans dx-\-hy=^o, conduit après la ré- 
duction, à 

ax-yby—o. 

Il peut arriver que les deux équations 

ax-\-by=c , dx-\-b'jr=.d 

soient incompatibles , c’est-à-dire, qu’elles expriment 
,deux conditions contradictoires, ce qui tient, en 
général , à ce que les deux membres de l’une d’elles 
ne sont pas les mêmes multiples des deux membres 
de l’autre , circonstance comprise dans ces relations 

d=pa, b'=pb, c' — qc-, 

ces substitutions faites pour d , h, d , dans les for- 
mules des racines , les réduisent à 

c(p — q) c( q — v) 

X= -dSL H = Cf>,jrz=—l — !-I = o, 

O O 

ce caractère ce annonçant une absurdité dans les 
Aerraes de l’énoncé. Si q — p, on retombe sur 



O O 




Réciproquement , lorsque les valeurs de jr et ^ 

i6 
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sont infinies , les deux équations sont en contra- 
diction. Pour exprimer ce cas, il suffit de poser 

ab' — bà=o, d’où à = 



la sub.stitufion de cette valeur pour a dans la se- 
conde équation, donne 

b' {ax + by) — hc , 

équation impossible, à moins qu’on ait ù'c = , en 

observant que aa:-\-bjr=c : or, si avecaù' — bàz=o, 
on pouvait avoir b'c — bc'—o^ nécessairement, d’a- 
près ce qui a été observé plus haut , on conclurait 

, , O O 

ac — a c=o, et partantx= - , ^ , ce qui est con- 

tre la .supposition. 

Lors donc qu'un problème du premier degré a 
deux inconnues, est possible , indéterminé, ou absurde, 
on est conduit à des valeurs de x et y, qui sont finies » 

de la forme ^ , ou infinies ; et réciproquement. 



H 1 1 1 B. 

P D M R 



Reprenons le problème des courriers , ré.solu ( Cha- 
pitre XIV) , en conservant tontes les désignations 
convenues , si ce n’est que nous noterons par x et y 
les distances PR et DR de chacun des points de 
départ , au point de rencontre R. On a donc d’abord 
x—jr=a. 



Le premier courrier étant déjà en M , lorsque le 
second courrier part de P, les chemins PR et MR 
sont parcourus dans le même temps; on a donc 



PR : MR = d : c , d’où 



PR _ MR _ DR— DM . 
d ~~ c , c ^ 



donc 




- — -^et ex — dr — — dbc : 
c 
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prenant dans cette équation une valeur de y pour 
la substituer dans la première , on retombe sur la 
valeur 

d(a-\-ôc) 

d—c 

obtenue (Chap. XIV). Ces deux équations ont pour 
solutions 

d^a+h<^ da ^df)) 

Pour d=c^ ces solutions deviennent infinies, et, 
en effet, les équations se réduisent à celles-ci 
X — y=a^ X — y= — cb\ 
qui sont contradictoires, à moins cependant qu’on 

ait c = — cb y auquel cas x et ^deviennent ^ : cette 

hypothèse cb=. — a, ramène le premier courrier au 
point /*, et comme les vitesses des deux courriers 
sont égales , il s’ensuit qu’ils sont continuellement 
ensemble. Les valeurs a = o et i=o anéantissent' 
les termes connus des deux équations qui de- 
viennent 

X — y=Oy ex — dy=o, 

etqui ne peuvent être satisfaites que par 0 ,^= 0 : 
en effet, les deux courriers ne peuvent actuellement 
se rencontrer qu’au point de départ ; mais si ou 
a de plus c=d, la seconde équation répétant la pre- 
mière, on retombe sur x = ^ , r= -• Soit a=o, 

• 0 0 ’ 

les équations se changent dans celles-ci 
X — y=zOyCx — djr= — dbc, 
qui donnent pour racines 

bed bed 

^ c — d ’ ^ d — c ’ 

J 6. 
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résultats vrais, et qui deviennent œ, si on suppose 
de plus d—c. 

En étendant cette discussion à un nombre quel- 
conque d’équations entre pareil nombre d’incon- 
nues , on parvient à cette conclusion générale : 
lorsque les racines de ces équations , se produisent sous 

la forme ^ , ou ^ , la question à laquelle répondent 

ces équations , est indéterminée dans le premier cas, 
absurde dans le second; et réciproquement. 

Pour expliquer ces faits analytiques, ou remar- 
quera que la résolution de ces équations , doit 
faire connaître toutes les valeurs des inconnues , 
propres à vérifier les proposées , valeurs dont le 
système forme la réponse à la question; or, lors- 
qu’un problème est indéterminé , c’est-à-dire , lors- 
qu’il admet plusieurs solutions , il est impossible 
que l'équation finale qui résulte de l’élimination de 
toutes les inconnues moins une, et qui contient cette 
dernière inconnue , au premier degré seulement , 
donne des valeurs multiples de cette inconnue : 
d’ailleurs, on ne peut supposer que la formule de 
» cette inconnue, donne Tune de toutes les valeurs 
plutôt que l’autre; il faut donc que celle qu’on en 
déduira, annonce une indétermination, et, en effet, 

le symbole^, lève toute difficulté; il a liêu , dit 

Lagrange , lorsqu’il y a des cas que les formules 
ne peuvent représenter, comme il arrive ici où une 
équation du premier degré devrait donner des va- 
leurs multiples de l’inconnue : ce symbole est, pour 
ainsi dire, le moyen qu’emploie l'analyse pour échap- 
per aux contradictions. Lorsque les équations ex- 
priment des conditions incompatibles entr’elles, il 



/ 
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est impossible que des valeurs finies telles que celles 
qui sont données par l'équation finale à une seule 
inconnue, par l’une des deux équations antérieures 
à deux inconnues, par l’une des trois équations entre 
trois inconnues, etc., puissent les vérifier, puisque, 
s’il en était ainsi , toutes les conditions seraient dis- 
tinctes et d’accord enlr’elles. Aussi l’algèbre , en four- 
nissant alors pour les inconnues , des valeurs infi- 
nies, indique clairement qu’il n’existe pas de nombres 
qui , substitués à la fois dans les équations au lieu 
des inconnues, puissent y satisfaire , puisque l’infini 
est une négation de nombre. Cependant nous éten- 
drons encore cette discussion aux formules des ra- 
cines données par trois équations déterminées du 
premier degré. 

Les formules [X], [Y], [Z], données (2^7), peu- 
vent être mises sous ces formes 

d{ch' — b'c')-^-d{bc — ch )-\-d"{cb' — bc) \ 

^ a [p h" — b'c) à{bc' — cb") -t- d{ ch — bc) I 

d(&d' — dc")+d'(ac' — ca")'-\-d"(cd — ac) l 
^ bied — dc')+b\ac" — ca") -+- b’\cd — ac) l 

d{b'd — db")+d\ ah' — bd)+ d'\bà — ah) I 
^ c(b'd — ab'-^-ciab" — bd)~V-c[bà — ab) I 

ou sous celles-ci 




d"{bd—ch)-k-b"{cd'—dc)+c"(db'—d'b ) . 

d'ihc — ch)-\-h‘{cd — ac)-\-c'{ah — bd) 

d( de — cd ) -t- d"(cd — ac) -H ci ad — dd) 
_ 

d{bd — dh)+b"{da' — ad')-hd'iab' — bd) 




D représentant le dénominateur de la valeur de x. 
On pourrait encore varier les formes tant des nu- 
mérateurs que du dénominateur commun. 
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Pour rapporter ces formules aux équations 
ax-^hjr-\-cz-^d=o \ 

dx-{-b'y+cz-\-d=o ? ...-(i) < 

a X 4 - y'y-\- cz + d'=o ) 

il ne faut qu’y changer les signes des termes connus 
d, d , d'. 

Nous nous proposons d’abord de rechercher dans 
quels cas le problème qui aura conduit à ces équa- 
tions, sera indéterminé : cette circonstance ne pourra 
avoir lieu qu’autant que les trois équations n’expri- 
meront pas trois conditions distinctes, c’est-à-dire, 
qu’autant qu’elles n’équivaudront qu’à deux, équa- 
tions ou à une seulement , ce qui forme deux cas 
qu’il importe de ne pas confondre et que nous al- 
lons examiner successivement. 

cas. Les trois équations peuvent se réduire à 
deux de deux manières : i° si l’une d’entre elles est 
égale à l’une des deux autres , multipliée par un fac- 
teur numérique , en sorte qu’on ait, par exemple, 

dx-{-b’ jr-yc' z+d'=m{ax+bjr+cz-\-d)=:o ^ . . ( 2 ) 

et encore faut-il , pour que le problème soit indé- 
terminé, que la troisième des équations (i) ne soit 
en contradiction avec aucune des deux premières , 
pui.squ’alors le problème , loin d’admettre une in- 
finité de solutions , n’en admettrait aucune. 2 °. Si > 
le premier membre de l’une des proposées est 
la somme des prodnits de chacun des premiers mem- 
bres des deux autres, multipliés respectivement par 
un facteur numérique, c’est-à-dire, si l’on a,' par 
exemple , 

d'x+b'y+c z+d''—m(ax-ybjr+cz+d) 
+m'{ax-yb'Y+cz+d''). . . .( 3 ). 
cas. La réduction des trois équations à une 
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seule, ne peut avoir lieu que d’une seule manière: 
c’est lorsque l’une d’entre elles est , en même temps , 
égale à chacune des deux autres, multipliée par un 
facteur numérique", comme si l’ou avait 
CL x-^h" Y-\-c'z-\-d'=m{ax-^hy-\-cz-\-d) 

=m{(ix+b'jr+cz-\-d), .. . . (4) : 
dans ce cas , le problème est plus qu’indéterminé. 

Examinons d'abord l’hypothèse (a) : elle donne, 
par exemple , ces équations de condition 

ma=.à , mb=b' , mc=G , md—d ( 5 ): 

éliminant m entre la dernière des équations ( 5 ) et 
chacune des trois premières , on obtient celles-ci 
ad — dd=.o, bd — dH —o ^ cd — dc—o. . . .(6) ; 
éliminant ensuite m entre la première des équa- 
tions ( 5 ) et la seconde, entre la seconde et la troi- 
sième, et enfin entre la première et la troisième, on 
trouve 

ab' — bd— O , bc — cb'=o , cd — ac=o (?) > ‘ 

qu’on aurait encore pu déduire des trois équa- 
tions (d). Sous ces six conditions (6) et (7), les for- 
mules ( 5 ) deviennent, en même temps, - , symbole 

d’indétermination , puisqu’il résulte de plus d’une 
hypothèse. 

Nous démontrerons réciproquement que si l’on a 
les trois relations (6) desquelles résultent comme 
conséquences les relations (7), et conséquemment la 

réduction à - des valeurs des inconnues, il arrivera 

O 

que l’une des trois équations, .sera un multiple de 
l’autre. Ivti effet , des équations (6) , 011 tire ces 
valeurs 

A 

, ad ,, bd cd 

a = -J-, , 
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lesquelles reportées en place de a', h , c', dans la 
seconde des équations (i) donnent cette transfor- 
mation 

dx+hy-\-cz-\~d =^{ax-\-hY-\-cz-^J)^ 

qui démontre la réciproque. On observera que , 

d'après les relations (6), on peut remplacer le fac- 

d à h c 

teur J par — , par jou par -• 

De l’hypothèse ( 3 ) on déduit ces équations de 
condition 

d—ma-\-md y b” =mb-k-rnb' , c —mc-\-Tnc y 

d' =md-\-md (8) : 

nous éliminerons rn entre chacune des trois pre- 
mières équations et la dernière , et, à cet effet, nous 
multiplierons la première par <2 , coéfQcient de m' 
dans la dernière , et la dernière par d , coéfficient 
de tn dans la première puis nous retrancherons le 
second produit du premier : procédant d’une ma- 
nière analogue sur les autres couples, nous aurons 
ces trois équations 

{ad' — dd)m-\- (dd" — da")—oi 

(bd — db')m-\- {b'd" — db") = o / (9) 

(cd' — dc)m-\-{c d" — de) =oJ 

et enfin l’élimination de m donnera- 

{ad — dd){cd' — de") — (cd — dc\dd — dd'y=o\ , . 

{bd-<lb'){cd’—dc')—{cd—dc'}{b'd—db '')=(^--- ^ 

or, en tirant de la première la valeur (\e cd" — de" 
pour la substituer dans la seconde, on obtiendra 
celte résultante 

[ad — dd){b'd" — db") — {bd — db‘)(dd" — d'd) ....(i 1). 
Ces trois équations (10) et (11) n’étant que les nu- 
mérateurs des formules {J) ou (fi), ile^tdéjà prouvé 
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que ces numérateurs sont nuis , et il reste à en tirer 
l’égalité à zéro du dénominateur commun; c'est ce 
que nous allons faire. 

Si ou élimine m entre les équations ( 8 ) par le 
même procédé qui a servi à éliminer m' , on ob- 
tiendra ces trois autres équations 
ad—ad"=m{àd—ad') 1 

b"d—bd" = m{b'd^bd') > (ta) 

cd — cd” = m(cd — cd') ) 

or , ayant déjà démontré que les numérateurs des 
formules {A) sont nuis , on pourra poser 
d{c'b" — b'c")+d'{bd' — cb")+d"{cb' — bd )=^.. . .(i3); 
mais, d’après l’énoncé, les nombres /n etW devant 
être quelconques, les coéfficiens de m et les termes 
indépendans de m dans les équations ( 9 ) doivent 
être nuis , ce qu’on doit dire encore des coéfficiens 
de m et des termes indépendans de m dans les équa- 
tions (la) : on pourra donc poser 

* ad' — dà=o, dd' — ad" — Oy 

d’où l’on tire 



tld da" 

d=--, d = - - , 

a a 

valeurs qui , reportées pour d' et d ' dans l’équa- 
tion fl 3), donneront après la multiplication par a, 
et la division par d , le dénominateur de x , et 
conséquemment le dénominateur commun égal à 
zéro. 

Quoique cette démonstration ne laisse rien à dé- 
sirer du côté de la simplicité, cependant on pourra 
lui préférer la suivante qui est plus directe : elle 
suppose que les termes tout connus J, d, étant 
nuis dans les proposées qui deviennent alors 
ax+bjr+cz =■ o 
dx+b'j--\-dz = O 
a"x+b"jr-\-c'z = O, 
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les râleurs de X , j'y z, sont nulles ou de la forme 

proposition que nous démontrerons plus loin ; en 
sorte que si ces valeurs ne peuvent être nulles , elles 
seront nécessairement indéterminées. 

En se reportant aux formules et posant 
S'e" — cB"=a' c]> — bc'=b' bc — cb'—c' 

ca — ac=ar ac — ca ca — ac=& 

à b" — b'à'=c^ bd' — aH'—l? ab' — bd—dy 

où les chiffres i , a , 3 sont des indices de quan- 
tités différentes et non des expos-ans , les trois nu- 
mérateurs des valeurs de Xyjr, z, deviennent 

a'd-{-b'd' -^c'd" =o,dd-^b' d' -\-dd"—o 
dd+b^d +dd' =o’, 

qu’on prenne maintenant pour inconnues d^ d', d": 
ces quantités n’étant pas nulles , seront de la foiyne z , 
et le dénominateur commun égalé à zéro, donnera 

db'd — a'dP + c'a'P — b' d'd -\-b' c'd — db'd=o: 

remplaçant a’, b' d eta par leurs valeurs, 

il viendra, après les réductions, une quantité préci- 
sément égale au carré de 

ab'c' — acb' -{- cdb' — bdc' -\-bc d ' — cb'd : 

donc ce dénominateur est nul de Ini-méme. 
Réciproquement, si les valeurs de jc, jr, z sont de 

la forme parce que deux quelconques des équations 
(lo) et (11) ont lieu, l’une des proposées sera la 
somme des produits de chacune des deux autres 
par un facteur. Comme les premiers membres de 
ces équations, reviennent, ainsi que nous l’avons 
observé, aux numérateurs des formules ou {B), 
nous pourrons employer à leur place, les numéra- 
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leurs des deux premières formules (£), et en tirer les 
valeurs de à' et A" qui sont 

{ac — cà)d" -\-{da — ad')d' 

^ de — cd' 

!.•_ idb'—hd') c" + {bc'—cb' ) d" 

~ dc—cd’ 

la substitution de ces valeurs dans 

a X b” jr-\-c" Z + d" =o = M, 
donne, après la multiplication par de — cct , 

M = dd' (a'ar-f- b' y-\-c z) — d' c" {ax-\-bjr-\-ez) 
-\-d"\^bc' — cb')jr-\-{^ac' — ca')x-\-{^dd — c<i')] = o...(i4): 
or , en recourant aux deux équations 
ax-\-bY-\-cz-\- d—o 
a'x-Yb'jr-\-c'z-{-d!=:o, 

multipliant la première par c', la seconde par e, et re- 
tranchant le second produit du premier, on a 
( ac' — ca') x-{-(bc’ — cb' ')y-\-dcf — d'e =o; 
donc l’équation (t 4 ) se réduit à 
M ■=: de" {a' X-]- b' f c z) — d'e" (ax-\-by+ez)-=:o : 

si l’on ajoute au second membre et qu’on en retran- 
che dde" on trouve 



d'x-\- b“jr-\-c"z-\-d' =dc" { a' x-\-b'jr-\-c' z-^-d)— 
de" [ax-\-bjr-^cz-\~d) ; 

résultat de la forme annoncée. 

Autrement, des équations ( i o) et ( 1 1 ), ou des numé 
rateurs des formules {B ) , égalés à zéro , on tirera 

„ c’d' — de" , ,dc" — cd’ 

a = a — _i_ a 

de' — cd ' de — cd 



cd'—dc dc—cd’ 
de — cd ' de — cd 



„ c d’—d c 
dc—cd 



. , de" — cd' 

dc—cd’ 
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cæ—dc 

posant- =m. 



d^ cd f I ï 

—r-, TT = m, ces valeurs de- 

dc — cd 



viennent 



a" =. am-\-d m ,b'' =bm-\- b' rd , c" ■=.cm-\-c tn ; 
en sorte que 

d' X b" jr-\-c" z=m{ax-\-bjr-\- cz)-\-m {ax + b' y-\-c£); 
mais d’autre part 

^ c d' — de" J, de" — cd' de — cd _ 

de — cd de — cd de — cd ’ 

donc 

d" z=idm-\-d'in, 
et conséquemment 

a“x-^b"jr-\-c"z-\-d's=.m{ax-\-bjr-\-ez-\-d)-\- 
nt{^dx-\-b'jr-\-c Z -)- d). 

Considérons l'hypothèse (4) : où en déduit ces con- 
ditions 

a"=ma ,b" z=m b ,c =mc , d' = m d , rs 

d'=m'd,b" =m b', c" = m e ,d' =:m'd ' 

sous lesquelles chacune des proposées se trouve com- 
portée par chacune des deux autres, prise isolément, 
ce qui, en permettant de supprimer deux de ces 
équations, les réduit à une. Maintenant que l’on 
considère les équations supérieures du groupe (i5) : 
si on élimine m entre la première et la seconde, 
la seconde et la troisième , la première et la troisiè- 
me, on aura ces conséquences 
ab" — ba"=zo, bc — cb" — o, cd' — ac" = o. .(l6) : 
si l’on opère exactement de la même manière sur les 
équations inférieures du même groupe, on aura 
d b” — b' d'=o,b'c" — c b"—o,c'd' — d c"=o. .( 17 ) 

et par ces six équations, les formules (ud) se rédui- 
sent à 

_ d"{cb' — bc) d"{cd—aC) a^') 

a" {ch", — b"{cd — flc')’ e(cd — ac) 
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or , en éliminant b" entre les deux premières équa- 
tions ( 1 6) et ( 1 7) , c entre les secondes , (i entre les 
troisièmes, on tombe sur 

bâ — ab'=o, ch' — bc'=o, cd — ac —o (*9)> 

conditions sous lesquelles les valeurs précédentes de 
x,y,z, deviennent enün On remarque qu’il faut 
s’abstenir de supprimer les facteurs communs dans 
les valeurs (i8). 

Nous fonderons la réciproque sur les équations (16) 
et (17) desquelles on a tiré (ig) et sur celles-ci 

ad — dd = O , db’ — bd z=o ,cd —de — o (ao) 

qui sont des conséquences des suivantes 

dd' — ad'=o,db" — bd’—o,dc" — cd' =0 I 

da " — dd'= O , d b " — b'd'=:. o , de" — c'd'— o | ’ 

en observant que, par les conditions ^ig) et (ao), ou 
(16), (17) et (ao), les valeurs {B) deviennent 7. Or, 
des équations (16), on tire 

a"=ta X Ç, b"=b X -, e"=c X - (ai), 

d’où résultent 

'a b c 

en sorte que 

a“ = ma, b" = mb , c = me; 

\ 

mais aussi d’après l’une des équations (ai) , on a 

d" z=.md ; 

donc, par ces substitutions, 

d'a;-^b"y-j-c" z-\-d' =.m{a x-\-by-\-cz-\-d) 

11 résulte encore de toutes les données que, 

a" x-\- b" Y c Z d' — m' {d X b' y -\-c'z d) 

On a employé toutes les conditions (i6), (17) et (ao). 
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Supposons maintenant /i=cf = f/' = O, hypothèses 
sous lesquelles les proposées deviennent 

a X by cz—o\ 

d X -\-by-\-cz=o\ (ai) 

a"a: + A'y+c"z = o| 

Il y aura lieu à distinguer deux cas. 

I"' cas. Les quantités connues a, A, c, a', b\ c\ a”, 
b" y c ne rendent pas nul le dénominateur commun 
des valeurs de x,y,z; alors U question est détermi- 
née et résolue par les seules valeurs x=o,y=o 
et z = o, en observant que les numérateurs iV, A'', A" 
des mêmes formules sont nuis : mais comme chaque 
terme de ces numérateurs est individuellement nul, 
on ne peut plus, comme dans les cas précédens, 
de N=o, IV'z=Oy A" = o conclure D—o. 

IK cas. Il peut se faire qu'on ait D—o\ alors 
la question est résolue non-seulement par x — Oy 
y— O y z = Oy mais encore par une infinité d’autres 
valeurs. En effet, la condition D = Oy pouvant être 
mise sous plusieurs formes telles que celle-ci: 

a(cb" — b'c)-\-d(bc — cb")-k-d\cb' — bc) = o \ 

' b{cd' — de' ) -t- b' {ac — cd") -h b"{cd —ac)=oA 
c{b'(i — db")+c{ab" — bd')-\-c"[bd — ah')z=Oy\ , 

d'{bc — c4') -\-B'{cd — ac)-+-c"(ûA' — bd)=o 
c(ab" — bd')+d{cb" — bc) +b'{ca — ac") — o,l 
c[db" — b'd')+a[b'c — cb")-\-b{cd' — de) =o J 

on pourra supposer quelle ait lieu par les égalités 
à zéro des trois binômes facteurs dans chacun des 
premiers membres. En partant de la quatrième des 
équations (aa), par exemple, et posant 

^ab'-^bd=o y bc — cA' = o, cd — ac'=o, . . . .(a3), 

* Î) * 

d’où " J = - , on conclura que les deux pre- 
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mières équations (ai), ne sont pas essentiellement ' 
différentes, c’est-à-dire, que l’une d’elles en répète 
une autre : ce serait au contraire la première et la 
troisième qui seraient équivalentes, si l’on avait 

ah' — ha=o, ch' — bc"=o, ca — ac' = o. . . .(a4) 

qui s’accordent avec la cinquième des équations (aa) : 
enfin les deux dernières (ai) seraient équivalentes, 
si la dernière des équations (aa) avait lieu par 

a' b" — hd'-=o , hd' — db" z= O ^ dd' — dc"=o. . .(a5). 

il est visible qu’on ne peut rien conclure des sys- 
tèmes d’hypothèses 

db" — b'd'=u, bd' — ch' —o, cb' — bd'—o 

tu tu _ n // _ / t 

ca — ac —o^ac — ca =o, ca — ac —o 
hd' — dh'=-Oy ah' — bd'=Oy bd — ab'-=o, 

qui s’accordent avec chacune des trois premières 
équations (aa) , parce que le premier système est 
indépendant des coéfficiens de x, le second des 
coéfficiens de j*, et le troisième des coéfficiens de z. 

Supposons qu’on ait D — Oy autrement que par les 
conditions (a3), (a4) et (a5) dont la dernière est 
la conséquence des deux premières : je dis qu’alors 
chacune des proposées est comportée par les deux 
autres. En effet , de 2?=o , on tire 

„ adb" — cdb" — bdd'+chd' . 

^ — ah— bd 

dont la substitution dans la dernière des équations 
(ai), transforme d'abord son premier membre dans 
celui-ci 

^ {a"h.aa: — dh' .by-\~{h a — db").cz 1 • 
ah — bd L — bd',dx+ah',hjr-\r{ab" — bd'.)dz\ 

qui revient à 
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I r {a b' — àb'')ax-^r{ab'—db’')bf-\-{b'c^' — a'b")cz 1 

bd L"K“^” — bd')dx-\-{ab" — d' b)by\^{tü>' — bd'^c'z} > 

/ vx un 



-+ 



ai 



ab — bd 
ab 



-, ax- 



ab 
ab — bd 

"b 



■:by 



ùib t Q, b jf 

~~ab—bd ~ab—bd ^ 

et qui se réduit à 

d'b — db" , , , . \ — bd' \ 

-ab'~bd («*+*/+«) + âb - oa: 
c’est-à-dire , 

d'x-\-b”f-\-c"z—m[ax+bz-\-cz}-^Tn{dx-^b'y-^cz^ 
Supposons enfin qu’on ait D=.o en même temps 
que les conditions (a3) , (a4) et (a5) : on conclura 
que les équations (ai) rentrent les unes dans les 
autres. En effet, de ces conditions on tire 



ab' „ 



cb' 

~b ’ “ 



db' cb" . 

b ^ b ’ 



ces valeurs substituées dans la dernière des équa- 
tions (ai) donnent 

d'x-\-b"jr-\-cz= -y {ax-\-by-\-cz) 

== -^,{ax+bjr-^cz) 

où on peut remplacer ^ ^ par d’autres rapports 

tirés des équations de conditions citées. 

Appliquons ces généralités aux trois équations 
particulières 

- x=By+Cjr,jr=Cx-\-Jz, z=jijr + Bx 
qu’on peut écrire ainsi 

X — Cjr — Bz=u), — Cx -t-/ — Az=o, — Bx — A y-\-z~ O 

(/W): 

en les comparant à celles-ci 

ax-\-bjr+cz=o , dx+b'y+cz=Of d'x-^b'y-^-czxxo 
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on a «=^i , b— — C, c = — B , a'=—C, b'—i 
c'=— d‘——B, b"r=—A, d'—i , 
et le dénominateur commun des formules géné- 
rales trouvées (337), devient 

I — — O — lABC [ni) 

Ainsi, suivant que cette fonction sera ou ne sera 

pas nulle, les valeurs de z, seront ^ 0110, en 

observant que comme les termes connus manquent 
dans les proposées , les numérateurs des racines 
X, r, Z , sont rendues nulles par d=o, d—o, d'—o. 
Supposons que l’expression [m) ne devienne nulle 
que sous les relations particulières 

A+BC = o, B+AC=^o , I — 0 = 0 (n) , 

d’où résultent celles-ci 

—A^—ABC= O , —B'—ABC= o t—C=o fp) 

dont la somme est, en effet, le dénominateur (m) : 
je dis que les deux premières équations , savoir , 

X — Cjr — Bz=Oy — Cx-k-y — Az = o, 
seront équivalentes : car la première qui revient à 
Cx — Oy — BCz = O , 

devient, en vertu de la première et de la troisième 
des conditions (n), 

Cx — C'y — BCz — 0= — Cx-\~y — Az. 

Ce sera la première et la troisième des proposées qui 
seront identiques, si l’on a les conditions 

C+AB=o, A+BC=o , I — B' = o. . . .{q) 
d’où résultent celles-ci 

—C—ABC=o, —A'—ABC=o, ^—B'=o. . . (r) 
d’après lesquelles le dénominateur (m) devient nul. 
Enfin la seconde et la troisième des proposées de- 
viendront identiques, sous les conditions 

B+AC=o , C-k-AB=o , 1 — A'=o [s) 

quirendent encore nul le dénominateur (m). 

Si toutes ces relations (n), (q), (s), ont lieu à la 

' 7 , 
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fois, les trois proposées n’équivaudront qu’à une 
seule. En effet, les neuf équations (n), (q) et {s), 
se réduisent d’abord aux six suivantes 
A-\-BC=o ^ B-\-AC=o ^ C-{-JB = o , i — C' =o, 

J — B'=o, 4'=Or 

sur lesquelles les trois dernières sont comportées par 
les trois première.s ; caries deux premières reviennent 
à celles-ci A — — BC, B — — AC, qui multipliées 
entr’elles , donnent AB = ABC' , d’où i — C' =-o. 
On ne doit donc réellement tenir compte que des 
trois équations 

A^BC=o, B-»fAC=o, C+AB = o (<) : 

or , les trois proposées savoir : 

x = Cy+Bz , x=— 

ne peuvent se ré(]uiréà une seule, qu’autant qu’on a 




d’où l’on tire 

C’ — r=o , A+BC—o , B ’ — i = o; 
mais la première et la dernière de ces équations 

donnent ' en faisant successivement 

ces .substitutions pour C et B dans A-i-BC=o, on 
est ramené aux conditions U). 

.Si aucune des relations précédentes n’a lieu , et 
si cependant on a 

\—A'—B'—C'—-xABC=o, 
chacune des proposées sera comportée par les deux 
autres, et deux quelconques remplaceront les trois. 
Reprenons, à cet effet, les équations {M) , et écri- 
vons que le multiple m' de la première , moins le 
multiple m de la seconde, donne la troisième, après 
en avoir changé les signes: on aura ces trois relations 
ni-\-mC~B, — niC — m—A^ — ni B-\-mA— — i; 
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éliminant m entre la première et la seconde, la pre- 
mière et la troisième , on obtient ces deux valeurs 
de ni 

, BA-AC CA-ÂB 
I— C’ ~ A-\^BC 

d’où l’on conclut la relation supposée , et consé- 

o r-. 

quemment x=y—z= -• Dans ce cas, on ne pourra 

assigner que les rapports entre les inconnues , et on 
trouvera, par exemple, ceux-ci 

X v'T—Â^ y V\ — B' X 

y v'T—W ’ Z VT—C^‘^ Z V' I — A' 

qui deviennent indéterminés par A—i, B = i ^ 
6 = 1 . , - , 
La question qui a conduit aux proposées peut 
être impossible, ou parce que l’une de ces équations 
est incompatible avec l’une quelconque des deux 
autres , ou parce qu’ejlc l’est avec les deux. 

Le premier cas serait donné par l’un quelconque 
de ces trois systèmes d’hypothèses 
a=ma\ b"=:imb' , c' — mr!^ d"=nd' 

a — ma , h' = mb , c " = me , d" = nd (26) 

d = ma , b' = mb , c = me , d ' = nd 
qui expriment que l’une des propo.sées est en con- 
tradiction avec l’une des deux autres. « 

Le second cas serait donné par 

d’=ma-\-nid , b"—mbA-nïb' , c—mcArmlé 
d"— ndA-nd' 

On observera que les trois premières des équations 
inférieures (a6) et les trois premières équations (li), 
• ne sont que les trois premières ( 5 ) et (8) , par les- 
quelles seules le dénominateur commun, indépendant 
de d, d , £?', devient nul, et que les numérateurs ne 
sont réduits à zéro, en même temps, qu’autant que les 
dernières, relations (5) et (8), différentes des dernières 

* 7 - 




Digitized by Google 




a6o CHAPITRE XVII. 

(a6) et (27), ont lieu avec celles-là : d’où l’on peut con- 
clure que, sous les conditions (26) et (27), le déno- 
minateur commun sera nul , sans qu’aucun des nu- 
mérateurs le devienne : car il est bon de remarquer 
que les valeurs de x , y , 2, deviennent toutes in- 
déterminées en même temps. Ainsi toutes les hypo- 
thèses sous lesquelles le dénominateur cdnfimun de- 
viendra nul , sans qu’en même temps aucun des 
numérateurs soit réduit à zéro , exprimeront une 
impossibilité dans la question, ou une incompati- 
bilité entre les équations. Telles sont, par exemple, 
ces relations 

ab' — bà—o^ COL — ac=zo, bc — cb'=o, 
tirées des trois premières équations de la dernière 
ligne (26) et qui satisfont à la quatrième des équa- 
tions (22) : elles donnent cette transformation 

, àx-\rb'X+c'z-\-d'=i ^(aX-\-by-^cz)+d : 

il faudrait donc, pouf qu'il n’y eût pas contradiction , 
qu'on eût 

■g xrf=£f,d’où b'd = hd, 

relation qui n’a pas lieu, et qui d’ailleurs étant 
jointe aux trois précédentes, emporterait, contre 
l’hypothèse , l’égalité à zéro des numérateurs. 

Les trois premières (27) conduiraient à cette trans- 
formation trouvée ci-dessus , savoir : 

TH- „ », b'd' — à h' . 

a x-^-by-\-c z+d = \a±+by-^cz) 

ab" — hd , s • », 

'^T b-bd 

on n’éviterait donc la contradiction entre la troi- 
sième équation et les deux autres qu’en siipijosant 
• », b'a" — àb" ab" — ba" » » 
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d’où l’on tire 

d"{a'b — ab')-\- d'(ab“ — ba") + d{b'a — a' b"') = o 
en sorte que, d’après la troisième formule la va- 
leur de 2, et conséquemment celles de x et seraient • 
indéterminées, conclusion contraire à l'hypothèse • 
actuelle. Ainsi on ne peut supposer d"z=md-^m'd' 
et, conséquemment il faut admettre la quatrième re- 
lation (17). 

En général , les racines étant infinies , de quelque 
manière que la chose arrive , les équations sont 
absurdes : en effet , de l’égalité à zéro du dénomi- 
nateur commun, on tire 

„ ab'c — ac'b"-\- cdb" — bdc' ^ 

^ ch — bc ’ 

substitua,nt cette valeur dans la troisième des pro- 
posées, on trouve , après quelques réductions, 
hc[ax-^c£) — c'b"{ax+bjr) 

-\-cb"{a!x -hb'y) — bc\dx+cz)-\-cb'c[’ — ùc'J"=o..(a8); , 

mais des deux premières équations proposées, on lire 
ax -k-cz = — d — -bx, ax+bx= — d — cz 
a'x+b’x=z — d-r-c'z, dx+cz— — d — b'x, 
ces substitutions faites dans (aü) , les .termes affectés 
des inconnues, s’entredétruisent d'eux-raémes; d’ail- 
leurs le terme connu que nous noterons par ly et qui 
est nul, répète le numérateur de la valeur de con- 
clusion qu’on lie doit pas admettre, puisque déjà 
le dénominateur commun étant nul , les valeurs de 
Æ, /, Z seraient indéterminées au lieu dêtre infi- 
nies : la troisième équation est donc incompatible 
avec les deux autres. ’ 

Le cas représenté par les trois équations 
ax + bj^ cz -h d=Of 
dx+ b'y-\- c'z-H d—o\ ....(29) 
max-\-mby^ncz-^md-=o - 

mérite d'étre remarqué , parce qu’on peut croire 

% 
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d'abord qu’il conduit à des valeurs infinies : cep>en- 
dant en faisant dans les formules générales a=ma, 
h' zzzmb, c"=nc, d' — md, on trouve 

ad — dd dl> — bd . 

,=o, r=- = 

valeurs qui vérifient les proposées et dont la pre- 
mière z = o lève, en effet, la contradiction entre les 
trois équations. Si l’on divise les équations (ag) par 

X Y 1 

Z et qu’on pose - =«, - =/,-=v, on aura les 

Z Z Z 

transformées 

au+ bt+dv+c =o 
du+ b't+dv+c =o 
amu+brnt+dmv+nc=o , 
dont on sait que les solutions sont (>=00, t= co , 

u = oo : mais de z = ^ > on tire z = o , tandis que 

les racines^ et x deviennent , par une seule hypo- 

• thèse, et conséquemment sont finies. Sous les relations 
ad' — dd=zo, db' — bd = o, d’où ba! — b'a-=Oy 
les valeurs ci-dessus de ^ et x deviennent indéter- 
minées, tandis que celle de z est unique et égale à 
zéro, ce qui n’arrive que pour ce système d’équa- 
tions et les analogues. 

Si d=o, d=o, d"=o, sans qu’on ait, en même 
temps , 

bd — b'a=o, 

les valeurs de x,jr, z, sont nulles. 

Supposons enfin ce système d'équations 
ax-\- by+ cz + d =0, 
dx-\- b’jr-h cz-\- d=Of 
max+nby-\-ncz-\-mdz=o : 
les formules (i) donnent alors 

d c'ad — dd) b{dd — od)_ 

■* a’ dfb‘—~bc) ’ ^ a{cb' — bc) \ 
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on remarquera que la troisième équation ayant deux 
termes qui renferment le facteur n, il suffit, pour 
que la contradiction disparaisse, que ces termes s’en- 
treduisent : ces valeurs satisfont , eu effet , aux 
proposées. 

a3a. Les méthodes exposées (aa3) qui, au surplus 
ne sont que la même présentée sons divers aspects, 
reviennent au fond à la recherche d'un' commun 
diviseur entre les équations données : en cherchant 
ce commun diviseur par la division ordinaire , on 
emploie une méthode d'élimination qui a le double 
avantage d'être souvent plus courte que les procé- 
dés ci-dessus, et qui prépare ainsi à la théorie de 
l'élimination des degrés supérieurs (Chap. XXV). 

Soit la système d'équations simultanées 
ax-\- b y — c — o, a x b' y — c =o\ 

si l’on remplaçait y par sa valeur numérique suppo- 
sée connue, les deux équations devraient s’accorder 
a donner la même valeur de ar, laquelle ne peut 
s’évanouir que par l’égalité à zéro d’un facteur de la 
forme x — a, que la substitution de la valeur de y 
fait acquérir aux premiers membres des deux pro- 
posées : en sorte que les proposées doivent se ré- 
duire à , 

A {x — a) = a , A’ {X — a) = O, 

A , A' et étant des nombres. La découverte du fac- 
teur commun x — a exige donc la connaissance et 
la substitution de la valeur numérique de /, propre 
à la question. Or, on -trouve cette valeur, en met- 
* tant les proposées sous la forme 




divisant les facteurs entre parenthèses l’un par l’au- 
tre, et égalant à zéro le reste en y de cette divi- \ 
siou : telle est l'équation de condition de laquelle . 
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on déduira la valeur de y dont la substitution dans 
les facteurs en x et y, les réduira à la forme x — a: 
en effet , le quotient étant l’unité , et le reste étant 
supposé nul , nécessairement le dividende est égal au 
diviseur, et ils sont l’un et l’autre de la forme x — a. 
I.a division donne pour reste enjr 

{ah' — ba')jr-^ca' — ac = o, 

dont Itrsubstitution dans les proposées, les transforme 
dans celles-ci 



a 



( 



cb' — bc \ 
* ab' — ba ) 




qui sont satisfaites par 

eb' — bc 
ab'-—ba' 



cb' — bc \ 
ab' — bd ) ^ 



On retombe donc sur les valeurs connues de 
X et J. 

Supposons la question indéterminée et représentée 
par les deux équations 

ax-\-bj‘ — c = o, m{ax-\-bjr — c) = o/ 
la division de la seconde par la première donne le 
quotient exact/n; et un reste nul de lui-même, savoir : 
{mb — mb')y-\-{mc — mc')-=.o, 
d’où l’on déduit y = | et conséquemment x~|. 

Dans le cas de c=c=o, Péquation finale, c’est- 
à-dire, le reste en y, égalé à zéro, est 
{bd—ab')y^o, 

d’où yz=o^ lorsque bà — ah' n’est pas nul, et con- 
séquemment x=o : mais si l’on a ha' — ah'—o, la 
valeur de y et conséquemment celle de x devien- 
nent indéterminées. 

Enfin si les deux équations sont incompatibles , ou 
de la forme 

ax-yby — c—o, maxy-mby — nc=o, 
en égalant toujours à zéro le reste de la division , 
qui ici ne renferme plus^, on trouve 
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(#»— /i)c = O ; . 

équation absurde tant <]ne m est différent de n , ou 
c différent de o , d’où l’on conclut que les propo- 
, sées sontabsurdes. Le reste non réduit , e.st {m — m}by 
-+?(/« — n)c, et en l’égalant à zéro, on a 

(n — m)c 

Y= -=qo, 

• O 

Nous appliquerons le même procédé de résolution 
aux trois équations 

a x-\-B jr-\-ci-\-d=io 
dx-\-b'jr-\-c'z-\-d=:o 

qu’on mettra d’abord sous la forme * 




r-f- — 2 + — — O 

a a <1 J 

b’ c à! 1 

b" c ' 



divisant successivement le premier membre de cha- ' 
cune des deux dernières par le premier membre^ de 
la première , et égalant à zéro les restes' en / et z , 
que nous désignerons par R et R, divisant ensuite .fl' 
par fl, ou fl par R et égalant encore à zéro le reste 
en Z, que nous désignerons par fl", on tirera de 
fl"=oune valeur de z qui reportée dans l’une des 
équations fl'=o, R = o, donnera j-, et ces valeurs , 
portées ensemble dans les proposées, les réduiront 
à celles-ci 

a(x— «)==o, û'(a:— «)=o, a" (x — «) = o 

qui donneront a, a étant un nombre. 

Cette méthode appliquée aux équations numé- ' 
riques 
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2* — 3 y-(-a Z — 3=0 
5 x-^iy — a * — 8=0 


donne 


3j:+77— 5 Z— 7=0, 




19;^ — i4z — i=R=o 
23 / — 16 Z — 5 = R'=o 

a 



* y 

divisant R par R , on trouve . 



i8z — 7 a =o, d’oùz=4 î » 

portant cette valeur dans R = o, ou diins /T=:o,on 
a 7’== 3 : portant ces valeurs dans les proposées, on 
eu déduit la racine commune x=a. 

En partant des équations générales, on trouve 
<R =(al>' — ba )jr-\-{ac — ca)z-h{aet' — da) =0 
R = { ab” — ba" )jr-^[ac“ — ca" ) z-^{^ad“ — da) — o 
R"-=. [( ac — ca'j(ab " — b a") — (ac " — ca ){ab' — A*') ] z 
-\-yod — da;{ab" — bd') — {ad' — da"}^ab‘ — bd)=o 

formules dont les lois de composition sont manU 
festes. 

I 

Fourd=d z=(T = 0, on a 
R" =[(ac — ca') {ab" — ba”) — {ac" — cd") {ab ' — ba’ J ] s 5=0 
d’ouz = o, sic'ependant son coéfficient n’est pas nul: 
dans le cas contraire, on aurait z=~,j^=^,x = ^. 

On peut rechercher la valeur de R' correspondant 
aux hypothèses d' — ma, b"=m b, c — me, tl"—md, 
ou plus généralement, à celles-ci a’'=/na-|-w'a', A' = 
mb -4- m’b' , c" = me m' c , d' = md + m'd sons 
lesquelles les trois équations se rétliiisent à deux et à 
une, et on trouvera z = z = |. On peut 

encore faire les suppositions a"—ma-{-m'a', b" = 
mb ni h ,d' = mc ni c , d" = P d -k- q d ' qui met* 
tent les équations en contradiction. Cette discussion 
peut-être trop étendue , est extraite d’un petit écrit 
que j’ai publié, il y a quelques années. 



« 
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CHAPITRE XVIII. 



n£SOLDTI05 DES ÉQDATIO^S INDÉTERMIXTÉES DU PREMIER 
DEGRÉ. 

a33. On a reconnu (Chap. XVII) qu’on pouvait • 
toujours évaluer un certain nombre d'inconnues au 
moyen du même nombre d’équations du premier 
degré, et on a fait observer (idem) que lorsque la 
question fournissait moins d’équations que d’incon- 
nues, on était conduit à une équation finale qui 
contenait autant d’inconnues qu’il y en a en sus des 
équations données, en sorte que l’une de ces incon- 
nues étant exprimée au moyen des autres, celles-ci res- 
tent arbitraires, d’où résultent l’indétermination de 
toutes les inconnues et l’existence d’un nombre infini 
de solutions. Cependant si, d’un autre côté, on ajoute, 
comme on le fait ordinairement, la condition que 
les valeurs des inconnues doivent être entières et 
positives, le nombre des solutions se trouve réduit, 
de sorte que souvent il n'y en a que très-peu, et 
que quelquefois même le problème n’en admet pas. 
Dans ce chapitre , il ne sera question que des équa- 
tions indéterminées du premier degré, sur lesquelles 
nous reviendrons encore dans la seconde section de 
ce traité. 

Supposons qu’on ait à résoudre cette question bien 
simple : trouver deux nombres entiers et positifs dont 
la somme Jasse lo. 

Désignant l’un de ces nombres par x et l’autre 
par y ^ on aura cette équation 

07 -t- lo, d’où x= lo — y. 
d’après la restriction énoncée , ou ne peut prendre 
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pour y que la suite des nombres entiers depuis zët;o 
inclusivement jusqu’à i o inclusivement, en sorlequ’oa 
a pour y €\. X cette suite de valeurs qui se corres- 
pondent verticalement : 

3, 4« 5, 6, y, 8, Q, lo, 

9 ’ 7 ’ 

a34. Avant d’en venir à l’équation la plus géné- 
^ raie du premier degré à deux variables , qui est de 
la ferme 

ax = by-\- c (i) 

nous examinerons quelques cas particuliers. Soit i» 
l'équation 

X—by + c 

OÙ Bttc sont des nombres entiers positifs : tout 
nombre entier et positif pris pourj^, donnera pourx 
un nombre entier et positif. .Suit a» l’équation 

X = — by-yc : 

on ne trouvera pour x de valeurs positives « qu’au* 
tant qu’on prendra pour^des nombres pareillement 
positifs ,et tels qu’on ait b y < c. Suit 3° l’équation , 
X = B y — c : 

on ne trouvera pour x des valeurs entières et po- 
sitives qu’autaut qu’on prendra potir^des nombres 
positifs qt tels qu’oii ait b y > c. Soit enfin 
x= — by — c ; 

il sera itnpossible de .satisfaire à cette équation avec 
des uontbires positifs. Dans tous ces cas, b et c sont 
des nombres entiers. 

a35. Reprenons l'équation générale 

a X = b y c 

dans laqtielle a, b, sont des nombres entiers : si 
les coéfficiens a et 4 admettent un commun divi- 
seur qui ne divise pas c, la proposée ne pourra être 
satisfaite par des nombres entiers pris pour a: et ^ : 
en effet , ce commun diviseur étant d, si on dé- 
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signé par d et b' les quotieiis de a et A par on 
aura , après la division par 

, r/ 

a X = b 

or, d, b',x et J' étant des nombres eritiers, il est im- 

* . . .à 

possible que cette équation ait lieu , si une 

fraction ; d’où il suif que d doit diviser c. Nous suppo- 
serons donc toujours les coéfficiens de ar et premiers 
entre eux. Dans ce cas, la proposée admet nécessaire- 
ment un système de solutions , comme nous allons le 
prouver , à priori. A cet effet , écrivons l’équation 
a X =3 3 jr e 

sous la forme 

a * • 

les nombres b, c étant entiers positifs , et a et A 
premiers entre eux, si on effectue la division de 
c + bj par a, sous les hypothèses /=:o, = i, =a, 

= 3 =a — I, on aura des restes en nombre 

a, tous entiers, moindres que a, et je dis de plus 
que tous ces restes seront inégaux : car si deux va- 
leurs de jr, que nous désignerons par y et jk‘ don- 
naient le même reste, on aurait' 
c+ by — ay -4- r 
c -4- by' — oq' -4- r; 

retranchant l’une de ces égalités de l’autre, il vien- 
drait celle-ci, 

d’où ^ — ÿ— 

q' et q" étant des quotiens ; donc le produit 
b(y — y) devrait être divisible par a, ce qui ne 
se peut, parce que b est premier avec a, et que 
l’autre facteur — y est moindre que a (ij8). Donc, 
d’après les conditions énoncées précédemmeut , les 



♦ 
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restes ne peuvent être que o , i , 2 , 3 a — i. : 

conséquemment l’un deux sera nul, c’est-à-dire, 
qu’il y aura une valeur de y depuis o jusqu’à a — i, 
entière et positive , pour laquelle c-\-by sera exac- 
tement divisible par a, et le quotient sera la va- 
leur correspondante de x : cette valeur de x sera 

c c 

comprise entre les limites ^ ^ ^ répon- 

dent à y= o çX y=a. 

Supposons, en second lieu, l’équation 

by — c 

x=— : 

a 



en désignant toujours par y' les deux valeurs 
de y depuis zéro jusqu'à a — i, on aura. 



hy — c — aq 4 - r 
' by' — c=-aq" + r 



d’où 






=(?'—?") > 



égalité impossible et de laquelle on conclut , 
comme ci-dessus , que les restes doivent être iné- 
gaux , entiers , moindres que a et différens de a, 
et qu’ainsi l’un detix doit être zéro ; en sorte qu’on 
a encore une valeur de y entre o et a — i , à la- 

C c 

quelle répond une valeur de x entre — — â' 

Considérons, en troisième lieu, l’équation 
ox = — by-\-c y 

d’où l’on tire 



by — c 

— x-=— ; 

a ’ 

on observera que le quotient de by — c par a doit 
être négatif, parce que de l’égalité — x = — 9, on 
déduit x = ç : cette condition suppose b<c\ dans 
le cas de £ > c, il serait, impossible de satisfaire à la 
proposée, avec des nombres entiers pour y. 

236 . Faisons d’abord connaître l’esprit de la mé- 
thode de résolution sur une équation particulière, 
et soit , 



» 
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i7X = a3/+i9: 

on en tire 

93y+ >9 a 

x =— ^ — ^ = r+ * +— 

17 17 

d’après la restriction énoncée par rapport aux nom- 
bres ar et 7, la partie ^ valeur de ar, 
doit être un nombre entier : on posera donc 

'7 

E désignant un nombre entier qui n’est pas astreint 
à la condition d'être positif, mais qui doit seule- 
ment être tel que jr+ 1 E soit positif : de cette 
équation, on tire 

inE — a „ 5E — a , . 

6 — 6 

. . 5E — a , . . . , ■ n 

ainsi — T - — doit etre aussi un nombre entier £r 

ü 

tel , quant au signe , qu’on ait lE E' positif* : on 
a donc 



5E — i 



=E, d’où E= 



dE- 



--E+ 



E+1 



— (.3) : 



de même.- 



’ devant être un nombre entier, on 



posera 



E 



=£% d’où E=5E—a. 



(4), 



condition , satisfaite en prenant pour E" un nombre 
entier. Les équations (4), (3), (a), (1) donnent 
E=^E—i 

E-\-‘i 



E = E + 



.E+E=6E"—^ 



Kp ~ 

y =%E-\ g— = £"= 1 7F'— 6 

6^4- a 



— — 5-t-.£’=i7iP'— 5 

•+• &£“ — a = a3£“' — 7: 



*7 
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si donc on prend pour E' des nombres entiers , à 
partir de i inclusivement, et indéfiniment plus gran- 
ds, on aura toujours pour x y, des nombres 
entiers et positifs. i 

Traitons maintenant l’équation la plus générale, 

-._Ar+c 

le nombre a étant <b , eX. a et b des nombres pre- 
miers entr’eux : en divisant b et c par a, désignant 
les quotiens par q et Ç et les restes par r et R, on 
aura 

il faudra donc que soit un nombre entier E, 

a 

* 

c’est-à-dire, qu’on ait 



ry-t-R 



. O 

i<E—R 



= £ 



r 

i>E’-t-R 



■=£' 



/• • 



= E" 



etc. 



d'où 



aE — R r'E 

y=z——-q'E-i 



■ R 



E= 



r 

rE+R 



E'z 



r'E"— R 



= q"E- 






r 

r'E-t^R 

r 

r'E— R 



etc. 



D abord on divise b par a, puis le diviseur, a par 
le premier reste r, puis ce reste r par le second 
reste /^, puis r par le troisième reste r", et ainsi de 
suite; or. Comme les nombres a et b sont premiers 
entr’eux, on parviendra à nu reste égal à l’unité (8a), 
et alors 1 opération s’arrêtera , parce qu’ayant , par 
exemple, , et conséquemment 

r 

on en tire > 

E'=r'E"-t-R. 

On a donc ces égalités 

b=:aq -h /•, a—rq-\- r’, r~rq /■", r= r q"+ i 






tiers,! 

I 

S grau* 
iffliira 

raie, 



pre- 
nant 
, on 



•E, 

l 

( 
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qui servent à traduire les expressions de 
X en £" : on trouve ainsi 



£=r£-hfi 
£ = EE"+J- 
E =zrET-{-s 
y —aE’"-\-h 
x=b£'’-^k-vQ 



«ous f=fR 
hypothèses 

. k=qh +g. 



Avant d’énoncer la règle pour résoudre en nom- 
bres entiers et positifs toute équation numérique 
de la forme 




nous ferons une remarque : on a résolu la proposée 
par rapport à celle des deux inconnues^qui a le plus 
petit coéfficient; mais dans le cas de a> />, on aurait 
q = o, r=b, et en supposant qu’on n’effectue pas 
la division de c par a, laquelle d’ailleurs n’est j>as 
toujours possible, on devrait poser 






zE, d’où_y: 



aE — c _ , qE — 



on est donc ramené à dégager l’inconnue affectée du 
plus petit coéfficient. 

Énonçons la règle, i". On divisera le terme tout 
connu c par le plus petit coéfficient a , et on tiendra 
note du quotient Ç et du reste II. a°. On traitera la 

fraction - par la méthode du plus grand commun di* 
a 

viseur, et on tiendra note des quotiens successifs 
jusqu’à l’avant dernier. 3". An moyen de ces quotiens 
et du reste unique R de la division de c par a, on 
formera les résultats suivans {i°)...R; 

.c’est-à-dire , le reste R par l’avant dernier quotient ; 

i8 



Digitized by Google 




274 CHAPITRE XVIII. 

{^^y.-fq"+R=g, c’est-à-dire, le résultat précédent/’, 
iniiltiplié par le quotient suivant, en revenant vers 
le premier, plus le reste R; (4”)---^î’+/=A, ou le 
résultat précédent g multiplié par le quotient sui- 
vant, plus le résultat antépénultième /*, et ainsi de 
suite, jusqu’à ce qu’on ait employé le premier quo- 
tient q. 4°. On prendra pour l’inconnue y du second 
membre, c’est-à-dire, pour celle qui a le plus grand 
coéfficient, un entier arbitraire multiplié par le plus 
petit coéfficient, plus l’avant-dernier résultat h avec 
le même signe que le terme tout connu c, ou le 
signe contraire , suivant que le nombre des quo- 
tiens jusqu’au dernier, sera impair ou pair; puis pour 
l’inconnue x du premier membre , le même en- 
tier arbitraire multiplié par le coéfficient b de l’au- 
tre inconnue* plus le dernier résultat k avec le même 

signe que le précédent, plus le quotient Qde - avec 

a 

le signe de c. 5°. enfin on donnera au nombre en- 
tier arbitraire la plus petite des valeurs pour lesquel- 
les X et soient en même<temps des nombres en- 
tiers et positifs. Je dis maintenant qu’à partir de ce 
premier système de solutions, les valeurs de x et de^ 
forment deux progressions par différences égales. 
Pour le démontrer , supposons que 

^=p,r=q 

satisfassent ensemble à la proposée; on aura donc 
ap — bq=±. c 

mais aussi 

ax — bjr^ ± c; 

retranchant l’une de ces équations de l’autre,on obtient 

x^^h_ ^ 

, Y — q a ■ 
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or, la fraction^ étant irréductible, on doit supposer, 

en général (] 01), 

* — p-z=.mb, y — q=ma , 

d’où 

x=p-\-mb,y=q-^ma, 

m étant un nombre entier qu’on fera = o , = 1 , 
= a; etc. Ainsi, à partir des plus petites valeurs, 
celles de x croissent par h , coéfbcient de/, et celles 
de y croissent par a , coéfficient de x. On peut s’as- 
surer encore que la] proposée est satisfaite par ces 
valeurs générales de x et y. 

Appliquons ces préceptes à l’équation 

a3y-f-i9 

«7 

traitée plus haut. La divisicm de 19 par 17, donne 
Q=J , : la recherche du plus grand commun 

diviseur entre a3 et 17, donne les quotiens succes- 
sifs I , a , 1,5; on formera donc les résultats sui- 
vans : * 





. .a 


(»«)... 


. .2 X i=a 


(30).. 


. .a X a-t-a=6 




. . .6x I -t-a=8. 



puis on prendra pour x et / ces valeurs 

y=iqE — 6, x=a3£ — 8-l-i=23£ — 7, 

les nombres 6 et 8 ayant le signe — , parce que le 
nombre des quotiens est pair : les plus petites solu- 
tions répondent à qui donne 

t—iy — 6=11, x=a3 — 7=i 6; 
après avoir vérifié ces valeurs, on fera croître x de a3 
et / de 17 indéfiniment, et on aura un nombre in- 
fini de solutions en nombres entiers et positifs. 

* 18. 
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Lorsque le terme tout connu c est < a, on a R=c : 
le nombre c étant divisible par a, le reste R=o, 
et alors f=o, g=o, h—Oy k=Oy etc.; conséquem- 
ment 

y^oET ,''x=^bEr'-\-Q. 

Lorsque l’inconnue du second membre est néga- 
tive, ainsi qu’il arrive dans l’équation 
ax~ — by±c 

que nous avons déjà considérée (i35), on change les 
signes de part et d’autre, et on a à traiter, par la mé- 
thode ci-dessus, l’équation 




sauf à changer , à la fin , le signe de la valeur de x 
qui doit être positive. 

337 . Nous allons appliquer ces principes à la ré- 
solution de quelques questions. 

Proh. I. On demcmde de combien de manières on 
peut faire équilibre à un poids de a54 kilogrammes, 
en mettant dans F autre bassin de la balance , des 
poids de ti et de S kilogrammes. 

Représentons par / le nombre des poids de ii 
kilogrammes, et par x celui des poids de 5 : on 
aura l’équation 

5*-t-n7'=a54, d’où X — — ? î 

conformément à la remarque (a36), on changera les 
signes de part et d’autre, ce qui donnera 

iir — a54 
— a: ^ ; 

comme cette équation est simple , on la traitera 
immédiatement , et on trouvera 

— x= iiE — 4»» jr=5E+^, 
c’est-à-dire , 

jc=4a — iiE, x—5E+lii 
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pour avoir la moindre valeur de y qui répond k 
la plus grande de x, on fera £' = 0, et on aura^ 
x=4a, ^= 4 ; 

les valeurs de x vont en diminuant de 1 1 , et celles 
Apy, en augmentant de 5 : on aura donc ces so- 
lutions en nombre eutiers et positifs 

x = 4 » = 3 i =ao = 9 

r = 4 =9 =»4 =»9 

Probl. II. Une personne possède plusieurs sacs de 
I aoo f. chacun ; en les comptant une première fois 
trois par trois , il n'en reste pas ; en les comptant une 
seconde fois sept à sept , il n'en reste qu'un ; en les 
comptant une dernière fois dix à dix, il én reste 
six. On demande le nombre des sacs, sachant d ail- 
leurs qu'il y en a plus de cent et moins de trois 
cents. 

Si l’on désigne par x le nombre inconnu de 
sacs, il résulte des conditions de la question que 

î , î=; . , c-e.l 4 .dire, , 

3 » 7 ’ 10 ’ ’ 210 ’ 210 ’ 

2i(jr 6) jjgj nombres entiers positifs; 

210 

en sorte que toute <K>mbinaison de ces nombres , 
par voie d’addition ou de soustraction, doit être 
aussi un nombre entier positif; nous choisirons la 
plus favorable, savoir: 

„ 70X — f 3 o(x — i)-4-aifx-- 6)] 

aïo ^ 

parce qu’elle donne pour x le coéfficient 19, qui 
est II fois dans a 10 avec le reste i; en sorte que 
l’opération est bientôt terminée. On déduit de là 



x = ii£— 8+ ~-A- 

• A * 



posant 
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=Æ“, d’où Æ'=:I9£'+4, 

*9 

on aura 

x = 'iioE'-{-Z6; 

mais d’ailleurs x doit être > loo et < 3oo , donc 

g/ 

a I oE'-hZ6 > iqo ,* d’où E^ 

ViioE'+'6& < 3oo E'<i <a ; 

on ne peut donc faire que la seule hypothèse E'= i , 
laquelle conduit à 

x = aio+36 = a46, , 

qui satisfait aux, conditions énoncées. 

Autrement , on posera 

X X — I X — 6 

-^=m,~=n,---=p, . 

d’où l’on tire ces équations 

x = 3ot = 7 »M-i = iop+6, 

qui fournissent celle-ci 

io»+5 
n— — 

laquelle traitée par les règles ci-dessus , donne 
n= JoE'-h5i 

substituant celte valeur dans. 



7«+i ' 



on trouve 



m = 



7oÆ’+36 



or, m ne peut être un nombre entier que pour 
E'z=ZE, et alors 

fn = 70 j&-wa; 



donc 



ar=3m = 2ioÆ'-H36=a46 ; 
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pour £'= I , et sous ia condition qu'on ait X > 100^ 
et < 3oo. 

Probl. III. Trouver un nombre qui divisé par a, 
donne le reste i ; qui divisé par 3 , dorute le reste a < 
et divisé par 5 , donne le reste 3. 

On a les trois nombres entiers et positifs 
X — I X — a X — 3 
~ï~ » ■'3"~ ' T"’ 

X désignant le nombre cherché : ces trois fraictionS 
réduites au même dénon^nateur , sont 

i5(jc — i) io(j: — a) 6(x — 3) , 

3o ’ 3o ’ 3o ' 
or, comme 6 j:+ioj: — i5x — x, on adoptera la 
combinaison 

J5 , io(j: — a)4-6(j: — 3)7-1 5(jr — i) , 

“ 3o ’ 

effectuant les multiplications, on a 

£ — » ^’où a: = 3o£+a3; 

faisant successivement 

£=o,=i,= 2 , =3 =etc. 
on trouvo-a 

x = a3, =53, =83, — ii3 =etc. 
solutions dont le nombre est infini. On pourra en* 
core traiter cette question de la manière suivante: 
on posera 

X — I X — a X — 3 

, -^ = /n, ^ , 

d’où 

x = a»i-t-i =3n+a = 5/>+3, 

et de là 




<!è 
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■^elte dernière équation traitée par la méthode, 
donne 

n— SE'+i: 

ainsi l’on a 

3n+i 

m = ~ r . 



et on trouve * 

m = I SjE" '+ 3 — 7 = I SE' — 4 j 
portait cette valeur de m dans 



on a 



jc = a/7J-t-i, 



X = ZqE " — 7 : 

faisant E'— i, = a, =3, —4, =etc., on retrouve 



pour X les solutions ci-dessus. 

a38. A la théorie précédente se rapporte encore 
la règle d alliage, qui a pour objet la solution de ce 
problème général : 

Etant donnés les prix respectifs a , b , c , d , etc. , 
d unités de plusieurs espèces différentes , le nombre 
total n des unités qui doiveftt composer un mélange , 
et le prix moyen m dune de ces unités, déterminer 
le nombre des unités x , y , z , u , etc. , que ton doit 
prendre de chaque espèce. 

L’énoncé fournit immédiatement ces deux équa- 
tions 



x-4- y+ x-H K- 4 - , etc.= n 
ax-\-by+cz-{-du-i- , etc. =mn: 
la première donne 

x = n — (y+z+u+ etc.) 

substituant cette valeur de x dans la seconde, on* 
en tirera 

n{à — m) — {a — c)s— (a — d)u — etc. 



'La question ne sera donc déterminée qu’autant 
qu'elle ne contiendra que deux inconnues : elle sera 



* 
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indéterminée pour trois et un plus grand nombre 
d’inconnues. 

Probl. IV. On a de For aux titres suivons : ga 3 
millièmes , 906 et 89a : combien faut-il prendre de 
grammes de chaque titre, pour composer un mélange 
de 1000 grammes au titre moyen de 900 millièmes, 
qui est celt^ de nos monnaies ? 

Il faut entendre par cet énoncé que sur 1000 par- 
ties, dans lesquelles on suppose divisé un gramme 
de chacune de ces espèces d’or , la première espèce 
contient seulement QaS parties d’or pur; la seconde 
906 , et la troisième 89a : qu’on prenne donc x 
grammes de l’or au premier titre , y grammes de 
l’or au second , z grammes de l’or au troisième , et 
on aura cette première équation 

x+y+z— lOOOF- : 

mais d’un autre côté, puisqu’un gramme de la pre- 
mière espèce contient 9a 3 parties d’or , les x gram- 
mes en contiendront pa 3 ar; pareillement les y et z 
grammes en contiendront 906 et 89a z : or, cette 
masse 9a3jr-t-9o6^-f-89az doit peser 1000 grammes 
dont chacun renferme 900 parties d’or fin : on aura 
donc cette seconde équation 

9a3ar-|-9o67-l-89az = 90ox 1000 = 900000. 

La première équation donne 

x= 1000 — (y + z)', 

cette valeur substituée dans la seconde, la transfor- 
me dans celle-ci 



aSooo — 3iz 





iz — aSooo 

■ 



l’application de la méthode conduit à 

z=iqE — 96 ,— _y=3i.ff — i5a8 ou^=i5a8 — ‘ii£. 
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• Pour obtenir la plus petite valeur de Xi on posera 

i 5 a 8 — 3 i£’=o, d’où ^=-^ 4 — = 4 Qt 

avec un reste g : ainsi la plus grande valeur de^Æ 
sera £' = 495 et on aura , 

7 ^= i 528 — 3 i X 49 = 9 *.- 2 ;= *7 ^49—96 = 737, 
et 

x= 1000 — 746 = 254.’ 

après avoir vérifié ces premières valeurs dej^,z,x, 
on diminuera successivement E d’une unité, ce qui 
donne des valeurs de y, qui augmentent de 3 i, des 
valeurs de z qui diminuent de 17, et des valeurs 
de X qui diminuent de 3 i — 17 ou de i 4 - On a 
.donc ce tableau de résultats, 

■£■== 49 = 46 = 47 = 3 i 

y= 9 = 4 o = 71 = 567 

z= 737 = 720 =:'7 o 5 = 43 ï 

x=z 254 = a 4 o = 226 = 2 

soit = 1000, =1000, =1000, =1000. 

Pour connaître le nombre des solutions, on divisera 
la première valeur de x , qui est a 54 , pav sa dimi- 
nution i4 et on aura le quotient 18 avec le reste 
2, ce qui indique 18 autres solutions, et ig, en 
totalité. 

On peut s’exercer à résoudre par cette analyse 
les questions traitées en arithmétique , sous le nom 
de règle d alliage. 

239. Dans le cas où le problème est plus quin- 
déterminé, l’équation finale renferme plus de deux 
inconnues : supposons - les .nu nombre de trois 
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que nous désignerons par x, jr, z : on aura à ré> 
soudre l’équation, 

A V -f- cz + 4? . 
jf = • 

a 

à cet efièt,on suppose d’abord z=o,ce qui la change en 

bjr-\-d 

* X y , 

’ a 

et on en cherche toutes les solutions possible» en 
nombres entiers et positifs : on fait ensuite et succes- 
sivement z = I , = a , =3 etc. et pour chaque hypo- 
thèse, on a à traiter une équation entre deux incon- 
nues, dont les solutions se combinent avec la valeur 
attribuée à z. 

On trouvera dans la deuxième section de ce traité 
la suite et le complément de cette importante doc- 
trine. 



CHAPITRE XIX. 

« 

.. I 



RESOLUTION DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ 
> A UNE INCONNUE. 

a4o. Nous avons dit (igS) que le degré d’une 
équation à une inconnue, s’estimait par la plus hau- 
te puissance de cette inconnue, en sorte que l’é- 
quation est dite du second degré, lorsqu’elle ren- 
ferme le carré de l’inconnue : elle peut contenir 
d’ailleurs la première puissance de cette inconnue 
avec un nombre, et alors elle est complète, en -ce 
sens qu’elle a tous les termes qu’elle peut com- 
porter. 
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a4i. La plus simple des équations du secpnd de- 
gré, est donc 

x'=.n, 

X étant la représentation du nombre inconnu, et 
n un nombre donné : il est clair que la valeur de 
X s’obtiendra par l’extraction de la racine carrée de 
chacun des deux membres, et on sait (i33) que 
cetfe valeur est double : on a donc 
’ . x—±. Vn : 

ces deux valeurs de x sont dites racines, dénomi- 
nation qui vient ici de l’opération par laquelle on 
les a obtenues, mais qu’on a étendue à toute va- 
leur de l’inconnue { quel que soit le degré de l’équa- 
tion. On peut encore mettre la proposée sous la 
forme 

X' — n = o, 

et regarder alors le premier membre comme la dif- 
férence de deux carrés, ce qui donne lieu ( 19 ) à cette 
décomposition 

x ' — n = (ar-+- l^n) (x — l//i) = o : 

, or, lorsqu’un produit de deux facteurs n’est astreint 
qu'à la seule condition d’être nul, il n’y a pas de 
raison de supposer nul l’un des facteurs plutôt que 
l’autre ; on a donc ces deux équations du premier 
degré, indépendantes, savoir 

x-^-V'n—Of x~-~V'n — o 

qui donnent , 

, x = — V^n, a:= + V//i. 

Lorsqu’on a extrait la racine carrée de x'-=n , on 
a affecté celle du second membre du double signe; 
on pourrait penser qu’il faut pareillement écrire le 
double signe en avant du premier membre , ou de 
X , ce qui donnerait 

±. X — ± \^n-. 
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mais dans ce cas, il y aurait lieu à ces quatre combi- 
naisons 

-4-ar = + -f-a:= — t/n 

— x = — l/n, — 

dont les deux inférieures , après avoir changé les 
sigpes de part et d’autre, rentrent dans les deux 
supérieures. ^ 

L’équation du second degré qui se pré- 
sente la seconde dans l’ordre de la complication , 
est celle-ci 

x' -t-/?x=o, d’où x{x + p)=.o\ 

comme ce produit peut indifférerament devenir nul 
soit par l’un, soit par l’autre de ses facteurs, ou doit 
poser 

x=o, X— — p\ 

ainsi cette équation comporte encore deux racines. 

Probl. I. Partager un nombre p en deux parties dont 
le produit soit égal à zéro. 

Soit X l’une de ces parties; l’autre sera — x, 
et on aura pour traduction de l’énoncée 

x(p — x)=*o; 

d’où l’on tire x=o , x=p : en effet, l’une des deux 
parties étant nulle, l’autre est p, la somme des deux 
est p, et le produit est nul ; a<> l'une des deux par- 
ties, étant le nombre p, l’autre sera zéro, la somme 
sera encore p, et le produit encore nul. L’énoncé 
est donc vérifié par ces deux valeurs de l’inconnue. 

a43. Elevons-nous maintenant à la considération 
de l’équation la plus générale du second degré. Quel le 
que soit cette équation , en transposant tous ses 
termes dans un seul membre, réunissant sous un 
seul coéfficient tous les termes de x’, puis ceux 



a86 ■ CHAPITRE XIX. 

de JT, et divisant de part et d’autre par le coéffî- 

cient de on lui donnera cette forme 

x’ +px + q = o, 

P et q étant des nombres connus. Comme on ne sait 
encore résoudre que l’équation du premier degré, 
il est tout naturel de chercher à rabaisser, s’il est 
possible, la proposée au premier degré : c’est ce 
qu’on pourrait faire par une simple extraction de 
racine carrée , si le premier membre x' -\-px -\-q 
était un carré parfait, c’est-à-dire , si l’on avait 

9 = ^, auquel cas x’ -J- ^ serait l’exact carré 

du binôme x -t- ^ ( Chap. X ) , en sorte qu’en ex- 
trayant la racine carrée des deux membres , on 
aurait 

X d’oÙX = — : 
a a ’ 

mais q n’étant pas égal à^, le premier membre x‘ 

+ px-{-q qui comprend trois lettres, ne pourrait 
être que le carré d’un- binôme de trois lettres , c’est- 
à-dire, d’un binôme de l’une de ces formes px-\- q, 
ou X P q - or , en effectuant ces carrés , on trouve 

p' x^ P q X q^ t x‘ +^p q X -t- p' q' qui ne sont 

pas de la forme x’ -H x -t- ç , d’où on conclut que 
x’ -t- ^ X -t- ç he peut être un carré. Mais après avoir 
transposé^ dans le second membre, ce qui donne 
x’ +px= — q (i) 

on peut regarder le premier membre comme étant 
la somme des deux premiers termes de ^x-h- 

en sorte que pour en faire un carré, il suffira d'ajouter 
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^ : mais afin que l'équation ne soit pas altérée, on ajou' 

4 

tera au second membre ; on aura donc 

4 

c’est-à-dire 

+ = Ÿ W : 

extrayant maintenant la racine carrée de part et d’au- 
tre , on aura la double équation du premier degré 



a y 4 

d’où l’on tire enfin une double valeur de x, savoir : 
x: 






ces deux racines , écrites successivement en place de 
X dans la proposée, la réduisent à la forme 0=0. 
C’est un calcul que nous laissons à faire. ^ 

Reprenons l’équation (a); en transposant tous les 
termes dans un seul membre, on a 



ou bien 






0 






mem- 



or,^ — pétant le carré Ae\/ — ^,lepremier 

bre sera la différence de deux carrés qu’on pourra 
considérer commeje produit de la somme des racines 

, par la différence des mêmes 



racines ^x -4- 



on aura donc 
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et comme un tel produit devient nul de la manière 
la plus générale par chacun de ses facteurs, sup- * 
posé nul, indépendamment de l’autre,, on aura ces 
deux conséquences 




résolvant maintenant chacune de cçs équations , on 
trouve 







c’est-à-dire, les deux racines précédeibment obtenues. 

* On peut se convaincre , à priori , que l’incon- 

nue d’une équation du second degré, n’admet que 
deux valeurs , ou , en d’autres termes , que cette équa- 
tion ne comporte que deux racines. Supposons , en 
effet, une première racine quenous désignerons par x'i 
la proposée sera satisfaite par la substitution de x' 
pour X, c’est-à-dire, par le changement de x en a:' 
qui donnera 

x'* -H P x" ^ = O : 

s’il existe une seconde racine, elle sera x' + ^, en 
représentant par & la différence entre la première et 
la seconde racine, différence dont il s'agit de dé- 
couvrir la valeur et le signe. Substituant x' -t- S pour 
X dans 

x’+px+q = o, 

on aura 

x'*-»-aSx'-t-S* -t-/>x'-4-pâ-t-ç = f> , 
équatiou qui se réduit à 
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à cause de -\-px’-\-q-=o : de la condition de ce 
produit nul , on déduit 

î=o, 2X'+ÿ47> = 0, 

c'est>à-dire , 

J = o, ÿ= — ax' — p. 

La substitution de la première valeur de 8 , dans la 
seconde racine 

X" = x'4-ÿ , 

ramène à la première racine; et, à cette occasion 
nous observerons que le calcul rend toujours l’hy- 
polbèse qu’on lui a confiée : la substitution de la 
seconde valeur de $ dans x" , donne 

x"= — x'~p. 

L’équation du second degré ne comporte donc 'que 
les deux racines x’ et x"= — x'—p dont la seconde 
se forme de la première prise en moins, et dimi- 
nuée du coéfficient de x : en effet , nous avons 
trouvé plus haut 



c'=— ^ 

a y 4 



d’où l’on conclut 



ar=P-p- 

a 



En ajoutant ces deux égalités 

x'=x' , x"= — af—p 

on trouve 

x'-t-x"=— ^ ; 

et en les multipliant l’une par l’autre , on obtient 
x'x" = — x” — px'=:q, 

en observant que de l’équation x’‘~i-px'-hçs=:o , 
on tire q= — x'' — px. 

En partant de l’équation 

X’ — px-H j=o, 

*9 
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on serait parvenu à ces propriétés 

x'-\-x" x'x" = q. 

Et si l’on supposait dans la proposée le terme tout ~ 
connu q négatif, avec p positif et négatif, il ne 
faudrait que changer le signe de q dans la seconde 
propriété x'x“—q qui deviendrait — q. 

On a donc prouvé, indépendamment de la ^-éso- 
lution de la proposée, i® que t équation du second 
depré comporte deux racines ; a° que la somme de 
ces deux racines est égale au coéjficient du second 
terme ou fie la première puissance de t inconnue, 
pris en signe contraire ; 3® que le produit de ces 
deux racines est égal au terme tout connu de té- 
quatxôn , passé dans le premier membre ; 4“ que la 
seconde racine ne diffère de la première que par le 
signe du radical, et qu ainsi il faut prendre le ra- 
dical avec les deux signes H- et — . 

Reprenons ces deux égalités 

x'-H.z' =: — P, x'x " = q : 

si on élève les deux membres de la première au 
‘carré et qu’on en retrauche le quadruple de la se- 
conde , on aura 

x' — axV-t-ar"’ = -!-/>’ — 4ÿ 
dont la racine carrée donne 

x’ — x''= Vp ' — 

En ajoutant la somme x'-h-x'' avec la différence 
X — x" , puis divisant par a , on trouve 

^ — f + \ f — ?: 

en retranchant la différence de la somme, puis di- 
visant par a, on obtient 
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On est ainsi ramené aux deux racines obtenues pré- 
cédemment. 

345. De la décomposition 

Pj—q\ [^+f-\/^]=‘’ 

nous avons déduit précédemment les deux racines 




conséquemment 

x'-\-px+q—{x — x'){x — x')=o : 
d’où l’on conclut que le premier membre de l'équa- 
tion du second degré dont le second est nul , Jouit de 
la propriété dêtre divisible exactement par t incon- 
nue moins chacune de ses deux valeurs, ou par lin- 
connue moins chacune des deux racines, propriété 
qui, comme nous le verrons bientôt, s’étend aux 
équations numériques de tous les degrés, et est le 
fondement de leur résolution. 

346. Si l’on suppose réciproquement que le tri- 
nôme x'-\-px-k-q soit exactement divisible par x — n, 
ou plutôt si l’on se propose de découvrir la condi- 
tion sous laquelle cette division se fera exacte- 
ment, il faudra pousser l’opération jusqu’au reste 
indépendant de a:, lequel est n' -\-pn-\-q, et poser 
n'-\-pn-{-q=o, 

ce qui est la condition cherchée , de laquelle on 
conclut que le nombre n doit être racine de l’équa 
tion. Le quotient de cette division étant x-^pr\-n, 
ou a donc cette décomposition 

x'-\-px-\-q = {x — n){x-\-p-\-n) 
d’où l’on tire ces racines x = n , x"=: ^pr—n 
= — P — x', comme ci-des.sus. 

Il existe plusieurs autres procédés de résolution , 
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de l’équation du second degré , qu’on trouvera dans 

le premier volume de l'Algèbre d Euler. 

347. Nous avons rassemblé dans le tableau suivant 
les formules des racines, correspondantes à toutes 
les hypothèses qu’on peut faire sur les signes des 
coéfficiens de l’équation du second degré. 





x' +px-\-q=o 




X^—\±\/P~~q ...(!») 




x'-^px — q=o 






Pour 


x' — px+q=o 


on a 


v/4 ? 


i 

i 


x'—px — q=o 


1 


x=-t-^± ...( 4 ») 



on déduit de là cette règle générale de composition 
des racines qu'il importe de retenir : t inconnue est 
égale à la moitié du coéffïcient du second terme , pris 
avec un signe contraire à celui de ce coefficient dans 
t équation , plus et moins la racine carrée du carré 
de cette mêrne moitié ^ au g me n tée de la quantité 
connue prise avec un signe contraire à celui quelle 
a dans le premier membre de F équation. 

348. Reprenons la forme générale 




qui comprend toutes les précédentes, et (^iscutons- 
la relativement aux relations qui peuvent exister 
entre les coéfficiens p et q. 

1®. Lorsque Ta quantité sous le radical, c’est-à-dire, 

z^q, sera un carré parfait, les deux racines seront 
4 

commensurables , et il est clair qu’elles ne peuvent 



l’être que dans ce cas. Lorsque ÿ = les formules 
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(loj et (3®) se réduisent àx=:? ~ , en sorte que 

les deux racines deviennent égales ou n’en font 
qu’une : en eflet, dans ce cas, les équations corres- 
pondantes se changent dans celles-ci 

qui donnent, la première , x= — et la seconde. 



a 



a®. 



_ a 

Lorsque n’est pas un carré parfait, les 

racines sont incommensurables (t i6); c'est-à-dire que 
le problème n’a pas de solutions numériques exactes; 
mais on peut, au moins, trouver des racines aussi ap- 
prochées que le requiert l’état de la question. (Âritb.) 

3°. Considérons les formules (i°) et (3°) sous la * 

n* 

relation ^ ^ : on est alors conduit à extraire la 

racine carrée d’une quantité négative , racine qu’on 
ne peut assigner et que nous avons nommée ima- 
ginaire (i33) : on voit qu’à cause du double signe 
et — dont le radical est précédé , la racine imagi- 
naire est double. On conclut de là que les racines 
dune équation du second degré , sont toutes deux 
réelles , commensurables ou incommensurables , ou 
toutes deux imaginaires. 

Qu’on pose, dans ce dernier cas, q — ^ =c*, et 
les formules (i°) et (3®) deviendront 

. . x=:+:-^± t/IIIF = q: ±C î , 

a a - 
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d’où l’on tire, en transposant qz dans le premier 

membre, et élevant de part et d’autre au carré 








or , il est impossible que la somme de deux carrés 
devienne nulle , à moins que chacun d’eux ne le 
devienne en particulier, condition qui donne c==o. 




, relation qu’on n’a pas supposée. Ainsi 



toute question qui conduit à une équation du second 
degré, dont les racines sont imaginaires, renferme 
une impossibilité de l’espèce de la précédente. Cette 
forme des racines imaginaires mérite d’être remar- 
quée, parce qu’elle est comme le type général des 
imaginaires des degrés supérieurs : cependant si .on 
fait sur ces racines imaginaires les opérations indi- 
''quées par les signes et la composition des termes 
de l'équation ,TëIIè - ci sera toujours réduite à la 
forme o=o. Ces sortes de racines ne sont donc que 
des symboles algébriques qui n’en sont pas moins 
très-imporlans à considérer, puisqu’ils font connaître 
l’absurdité des questions concrètes , comme nous le 
verrons dans les applications. 

s49- Proposons-nous quelques questions qui con- 
'duisent à des équations du second degré. 

Probl. IL Trouver un nombre tel que si de son 
triple , on retranche son carré , le reste soit a. 



Nommant x ce nombre, en sera le triple, son 
carré sera x’ , la différence énoncée sera 3x — x' ; 
d’ailleurs cette différence est a : on aura donc l’équa- 
tion 

, 3.r — , d’où x’ — 3x-+-a = o 
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qu'on peut résoudre, soiten*lui appliquant immédiiite- 
ment la méthode donnée, cest*à-dire, en complé- 
tant le carré du premier membre, soit en la com- 
parant avec l'équation générale 

x'-^px +q=o, 

comparaison qui donne p= — 3, : on trou- 
vera ces racines ^ 

3 I 

X— - ± < 

a ► a 

c’est-à-dire, a:=a, x=i , et on s’assurera que cha- 
cune d’elles satisfait également à la proposée , soit 
en vérifiant successivement l’énoncé sar les nombres 
a et I , .soit en reportant successivement chacun de 
ces nombres pour x dans l’équation du problème. 
Si la différence 3x — x*, au lieu d’être égale à a, 
devait être égale à 3 , on serait conduit à cette équa- 
tion 

3x — x’=3,d’oùx’ — 3x= — 3, 
ayant le^ racines imaginaires 

3i 3± 1/3 X 

x= = : 

a a 

Probl. ni. Deux lumières dont tune est quatre fois 
plus intense Ou plus vive que F autre , étant séparées 
par un intervalle de trois mètres, trouver sur la droite 
qut les joint, le point- qu elles éclairent également. 

A B 

. 1 1 

R K 

Soient A eX. B les lieux des deux lumières; A la pre- 
mière ou la plus faible, B la seconde ou la plus 
forte, ^ ou ^ le point également éclairé par les 
deux, et soit AR-ie^x; à. l’on suppose que* le point 
également éclairé se trouve entre les deux lumières. 
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on aura BB=5 — x. Or, fe force de la lumière décroît 
en raison du carré de la distance (*), c’est-à-dire, qu’à 
des distances a, 3, etc., fois plus grandes, l’intensité 

d’une même lumière , devient — , , ^ , etc., en la 

^ <3 

supposant i à la distance j ; donc, à la distance j:, 

cll^sera ^ , et à la distance 3 — x, elle sera ; 

mais comme, d’après l’énoncé, l’intensité de la plus 
forte lumière ,est quadruple de celle de la plus 
faible , elle sera donc 

^ V. ; et on aura l’équation 

» _ 4 . 

x’ (3 — x)* ’ 

multipliant par le produit des dénominateurs, fai- 
sant le carré de 3 — x, et transposant tous les ter- 
mes dans un seul membre, on aura 

x*-f- ax — 3=0.^ _ 

Généralisons cette question , et représentons par b 



(*) PIiu on s’éloigne d’an point lumineux, moins on en est 
éclairé; cette diminution de lumière croit comme le carré de la 
distance an point lumineux : en effet, les rayons qui partent de 
ce point étant reçus sur un plan circulaire , forment un cône 
dont ce point est le sommet , et il est démontré , en géométrie, 
que si l’on coupe un cône par des plans parallèles à sa base, 
intersections qui seront des cercles , les surfaces de ces cercles 
sont comme les carrés de leurs distances an sommet; or, toute* 
ces surfaces ne reçoivent que la même quantité de lumière; 
donc si , à une unité de distance , l'intensité de la lumière sur 



la base est m, elle sera — sur une base à une distance double, 
4 

- sur une base à uue distance triple; enfin elle sera —, sur une 
9 ’ .r 



base é la dUtance .r. 
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la distance ÀB entre les deux points luminenx, par c 
l’intensité de la première lumière à la distance a, 
par d celle de la seconde à la même dû^nce , et par 
at la distance de la première lumière âirpoint R ou 
dX, également éclairé jpar les deux bougies. Puisqu’à 
la distance a, l’intensité de la première lumière e|t c, 

^ Cfl* 

à la distance x, elle sera (*); pareillement à la 

distance a, l'intensité de la seconde lumière étant d, 

à la distance b — x, elle sera 77^^— On aura donc, 

(b—xy 

conformément à l’énoncé , 

ca' da' 

X' 

d’où l’on tire 

C — d c — d 

• • 

celte équation résolue donne les deux racines 
^ bc± b\^ 7 d b{c±. V'cd) 



{b-xy 



c — d c — d 

Soit maintenant c> ce qui revient à supposer 
la première lumière plus intense que la seconde : 
on aura 0 V'cd^ e+ \^cd>c+d> c — d, et , sous cette 
relation, la première valeur de ar, celle qui est don- 
née par le signe supérieur du radical , savoir': 

c^a 

fait voir que l’un des points cherchés tombe en R' 



( * ) En effet , d'après ce principe qne l’intensité de la lainière 
est en raison inverse du carré de la distance, si l’on désigne 
par X l’intensité è la distance x , on aura la proportion 

e:x = x‘ -.a', don x= — r- 
-, ^ 
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' au-delà de la seconde bougie qui est la plus faible. 
La seconde valeur de x, c’est-à-dire, 
d{c~ycd) 

puisque la différence positive c — v'cd est plus petitq| 
que la différence aussi positive c — d: ainsi il existe, 
entre les deux lumières, un autre point R également 
éclairé. 

Si l'on forme les différences b — a:, correspondantes 
aux deux racines ci-dessus , on trouvera pour celle 
qui répond au point If, 

c — d 

et pour celle qui répond au point R , 

\/ 7 d—d) 



b — a:=-(-- 



c — d 



BR. 



ces deux racines s’étendent , en effet , dans deux 
sens opposés, à partir du point B (i88j. 

Supposons maintenant c<d, d’où c < Vcd-. les ra- 
cines seront ^ _ 

h{c-V- 1 / 

~ > X- 



b{c — 1 / cd) b{ 1 / rd — 



d — c ’ , d — c 

la première , qui est négative , doit être portée à 
gauche de et la seconde, qui est positive, s’é- 
tend de.^é vers B, en sorte que les deux points éga- 
lement éclairés, se trouvent à gauche de la plus forte 
lumière B, l’un entre les deux lumières, l’autre au- 
delà de la plus faible, par rapport à la plus forte, 
ce qui s’accorde avec ce qu’on a vu dans le cas pré- 
cédent. 

Supposons, en troisième lieu, que les deux lu- 
mières éclairent également, ou qu’on ait c=.d, d’où 
— V^cd: la formule des racines deviendra 

b{c±c) i(c±c) 
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la racine qui répond au signe supérieur est infinie, 
et conséqtiemment > : ce résultat s'interprète , en 
ol).servant que, dans l’hypothèse ci-dessus, un point 
placé sur le profongement de la droite qui joint les « 
deux lumières, ne peut être également éclairé, qu'au- 
tant que sa distance aux corps lumineux est infinie, 
parce qu’alors , l’intervalle h pouvant être considéré 
comme nul par rapport à l’infini (86, SyKles deu» 
lumières n’en font qu’une. La seconde racine , savoift 

celle qui répond au signe inférieur, devient ^ : ce 

résultat donné par une seule hypothèse, n’est plus 
le symbole de rindétermination (6i); en effet, la ques- 
tion admet une solution , comme on peut s’en assu- 
rer en remontant à l’équation immédiate 
7.hc cb’’ 

. x’ jr 

e — a c — a 

laquelle, multipliée par c — d, se réduit, dans l’hy- 
pothèse actuelle, à * et fait voir que le second 

point, également éclairé, est placé entre les deux 
lumières , à la même distance de chacune d’elles. 

Prob. IV. Partager un nombre p en deux parties, 
dont le produit soit égal à q. 

Celte question est propre à faire connaître en jquoi 
consiste l’impossibilité des questions qui conduisent 
à des racines imaginaires. En désignant l’une. des 
parties par x, l’autre sera p — x, et leur produit 
px — X* : on aura donc l’équation 

px — ou x' — px-^q^o 
qui donne les racines 




lesquelles seront réelles tant que sera > q, c’est-à- 
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dire, tant que le carré de la moitié du nombre à 
partager , sera* plus grand que le produit des deux 
parties qui le composent. Or, de quelque manière 
qu’on partage le nombre donné , les deux parties 

pourront être représentées par — d, dont le 

produit est 




or, la plus grande valeur de ce produit, répond à d=o^ 
hypothèse pour laquelle q-^-^ il sera donc absurde 



de demander que ce produit soit >^> et l’algèbre aver- 



tit de cette impossibilité par une imaginaire. On re- 
tiendra que le plus grand produit qu on peut faire avec 
les deux parties dun nombre ou dune ligne ^ est le 
carré de la moitié du nombre ou de la ligne. 




Pour résoudre cette question géométriquement, on 
décrira sur la somme AB—p des deux lignes, une 
demi-circonférence, et on lui mènera au point A., une 
tangente indéfinie AD, sur laquelle, à partir de A^ 
on prendra AD::^ v' q, puis par D, on mènera une 
parallèle DE à AB\ des point» E et E' dans lesquels elle 
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rencontre la demi-circonférence , on abaissera sur le 
diamètre les perpendiculaires EF et E'F, en sorte que 
les lignes AF et BF, ou AF' et BF' seront les ra- 
cines de l’équation x' — ^ x -I- ^ = o, ou les côtés du 
rectangle : en effet, en posant AF=x, on a 
AF=x=AC—CF= 




BF=BC-\-CF= 




d’ailleurs , par la propriété du cercle , ^ 

AF y. BF=EF=zAD = q, i 

'I 

et , d’après la construction , 

AF,-\- BF=p : I 

d’où on conclut, comme on l’a fait (a44) que lepro- ' 
duit des racines, est égal au terme tout connu, et 
que leur somme est égal au coéfficient du second 
terme, pris en signe contraire. On voit qne le pro- I 

blême n’est possible, c’est-à-dLrc , qu’on ne peut as- ! 

signer les racines AF tX BF qu’autant que la dis- ' 

tance AD n’excède pas le rayon , ou enfin qu’autant i 

qu’on a . * ! 

d’où . I 

lorsque AD =AD'=CA= CE', c’est-à-dire , lorsque ' 
= f > d’où , 

les points E et E' viennent se réunir en E" à l’extré- 
nfité du rayon CE perpendiculaire à AB , et les deux 
racines deviennent 

AC=iBC — E- : 

a 



Digitized by Google 




3oa 



CHAPITRE XIX. 



lorsque devient jiD' > d’où résulte 
\/q>^, onq >^, 

la parallèle menée par D' ne rencontrant plus la 
demi-circonférence , il n’y a plus ni intersection ni 
racine. Ainsi l’égalité des racines est le passage de 
la réalité à l’imaginarité, et le radical passe par zéro. 

Lorsqu’ehRn Aü o\x\/q — o^ d’où q = o, lesracines 
sont O et AB=p, et en effet, l’équation devient alors 
ar’ -^px = x{^x — p)=o. 

Probl. V. Une somme de l'jS Jrancs, doit être dis- 
tribuée par égales portions entre un certain nombre de 
personnes; mais t absence de deux d’entr elles ^ aug- 
mente de dix francs la part de chacune des autres: 
on demande quel était le nombre des personnes qui 
devaient d'abord partager. 

Désignons le nombre cherché de personnes par x, 
et par / la part de chacune d’elles : l’énoncé fournit 

ces deux équations^ 

i’]5=jrx; i75 = (a:— a) (/+ lo) ; 

175 

tirant de la première la valeur pour la por- 

ter dans la seconde, on obtient, après les réduc- 
tions, cette équation du second degré 
x’ — ax=35, 

dont la résolution donne ces deux racines x ;^7 etx= 
5 dont nous chercherons à interpréter la secon- 
de : en traduisant le problème , on supposait des per- 
sonnes recevant, mais la solution. — 5 doit faire suppo- 
ser des personnes c’est-à-dire que le nombre 
— 5 pris en signe contraire, répondra à la question 
où des personnes devant se cotiser pour faire un fond 
de 1 7 $ francs , l’absence de deux d'entr’elles , aurait 
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• augmenté la portion à fournir par chacune d’elles. En 
effet, en changeant a: en x — dans l’équation, on trouve 
celle-ci 

x’ + a x=35 , 

qui donne les racines x=5, x= — 7. Au reste, nous 
nous expliquerons ailleurs sur les racines des équa- » 
lions des degrés supérieurs. 

Probl. VI. Résolution des questions comprises i ° dans 

les formules l=a + (n — i)ÿ, 5= " — 

a 

- [aa-t-(n — i)^]> dans celles-ci a q“— 

aqn — a u q — a 

q_i ” q — I ‘ 

En considérant (Chap. XV) les progressions par 
différences égales , nous avons trouvé pour le terme 
sommatoire de la suite croissante 

a5=n(a-t-/) = /i[aa-h(rt — ijJ], 
et pour celui de la suite décroissante 

a5=«( a + /)=7i[aa— rfn— i)S] ; 

la première donne . 

^S=Sn‘—{^i — aa;/i, 
d’où l’on déduit * 

^ — (a a — S)± V(aa — Sy + SiS 

n 

soient i9= io8i , a = 3, ^ =4 5 o*> trouvera n= a3 , 

”= — : la première valeur résout la question 

dans le sens strict de l’énoncé, c’est-à-dire que le 

a3'“e terme est qi , et, en effet, 

(3 + 9i;a3 

— = io8r. 
a 

Examinonsl’autre valeur savoir:n=; — a3 et recher- 
chons le terme correspondant de la progression pour 
laquellea=3, ^ = 4, S= 1081 : pour le calculer, on 
partira de la formule l=a + (n — 1)8 qui, par la 
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substitution de la valeur de n trouvée plus haut , • 

devient 

d’où l’on déduit ces deux valeurs 7=91, 1= — gS.Le 
^ système de valeurs n= — a3v,7 = — g5 satisBiit à 

1081 , et cependant il est clair que 

— gS ne peut appartenir à une suite de termes par 
différences égales , qui commence par 3 et dont la 
différence additive est 4 > et que — a3 Ÿ ne peut 
être le rang de ce terme. En partant du premier 
terme 3 et prolongeant la suite à gauche de 3 par 
la différence constante + 4 , en cette manière : 
etc. — 4» —"3, — a, — I, O, i 

etc. — 17,. — i3, — 9, — 5, — I, 3 

numérotant le premier terme par i , et les suivans 
par O, — I, — -a, — etc. (Chap. XIV) , on a toujours 
l = a-\- (n — I )ÿ; car, pour le terme du rang — 4» 
par exemple, cette formule donne /=::3 — ao= — 17. 

Le terme /=— ■g’ÎTést înTermédiiTire entre ceux qui 
répondent aux valeurs n — — a4 et n = — a5 , et qui 
sont — — 97i dont la moitié de la somme est, en 
effet, — 95 , terme qui répond au rang — a4 t qui de- 
, viendrait — a3r, en supprimant o qui est le rang 
du second terme — i. 

De ces formules 

^ a 



on déduit, après avoir pris la valeur den dans l’une . 
pour la porter dans l’autre 

)*’ 

d’où résulte 



a' — S a — l‘ — iSS + S l , 
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équAion qui dooue 

sous les hypothèses /=9i,î=4>*5=io8i,on trouve 
a = 3,a= I : en prenant a = 3, /^gi ,5= io8i et 
reportant ces ^valeurs dans 

Iî±ü=5, 

% 

on obtient ra — a3. Mais à a=i,î=4j‘S=io8i ré- 
pond n=:a3-j, et on a, en effet, 

fi±9iiüiÜ=.o«l: 

a ’ 

le nombre gi ne fait donc plus partit de la suite , 
mais il tombe entre les a3« et a4' termes qui sont <j3 
et 8g : la moitié de cette somme est gr dont le rang 
est la moitié de la somme a3-+-a4, c’est-à-dire, a3v- 
Nous n’entrerons pas dans de plus grands détails 
et nous renverrons pour le surplus de l’énoncé aux 
deux tableaux ci-joints. Si dans la formule Ç3) du 

ae«“e tableau, on foitû" *= a,on aura a = et , subs- 
titution qui donne 

t 1 

(5 — a»— *)a=(5— d’où «" — 5«-4-(5— «)«»— ‘=o, 

équation du degré n en a : lorsque par les méthodes 
exposées dans la suite de cet ouvrage, on en aura 
obtenu les n racines a, on passera de ces valeurs 
de « à celles de a au moyen de la relation ». 

On traitera de la même manière la formule 6 du 
même tableau ; les formules lo et la montrent en< 

ao 
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core qu’on peut être conduit p.ir certaines queitions 
fort simples à des équations d’un degré supérieur 
au second. 



o5o. Quelle que soit la forme des racines d'une 
équation du second degré , ces racines satisfont tou- 
jours à l'équation; mais considérées relativement à 
la question, elles peuvent ne pas la'résoudre. Les 
racines négatives que l’énoncé seul ne peut faire 
prévoir, indiquent, comme dans les équations du 
premier degré, une rectification dans l’énoncé, pour 
qu'il soit satisfait par ces racines prises positivement. 
Les racines imaginaires ont lieu , quel que soit le 
signe de p dans l'équation générale x'-k-px-k-q=o, 
pourvu que le nombre q soit positif dans le premier 
membre : or ,*q n'étant pas multiplié par x , il s’en- 
suit qu’aucun changement dans le signe de .r , ne 
peut faire passer de l’imaginarité à la réalité des ra- 
cines , en sort^ que l’impossibilité de satisfaire à 
l'énoncé est absolue, comme lorsqu’on trouve l'in- 
fini pour valeurs des inconnues dans les équations 
déterminées du premier degré. 

a5i. Nous avons reconnu que, sous la relation 



les racines de l'équation 



x'‘+px+q=o, 

sont réelles , et alors il est toujours possible de 
conclure les .signes des racines, .à l’inspection des 
signes des coéfficiens. En effet , le terme tout 
connu ^ étant égal au produit des racines , elles 
seront de même signe, lorsque q sera positif, et 
comme p est la .somme des racines , prise en signe 
contraire , les racines seront toutes deux positives 
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ou négatives, suivant que p sera négatif ou positif. 

Si q est négatif, les racines auront des signes diffé- 
rens , et la racine positive sera plus petite ou plus 
grande que la négative , suivant que p sera positif 
ou négatif. Comme les racines imaginaires sont de 
la forme a^bv ' — i , le terme tout connu sera 
a’ , c’est-à-dire , essentiellement positif, et p • 
sera = — aa : donc le coéfficient de x , pris en signe 
contraire , représentera le double de la partie réelle 
de chacune des racines imaginaires. ^ 

a 5 u. Il existe une classe nombreuse d’équations 
que l’on peut résoudre à la manière de celles du se- 
cond degré; elles sont comprises dans cette formule 
générale 

x»" -h/JX" -t- ÿ = O , 



où le plus haut exposant de x , est 4 ouble du plus 
petit ; en faisant 

d’où x"‘’'=:y ' , 
on aura pour transformée 



jr' +py+q=o, 

dont les racines sont 



d’où 






Nous ferons voir dans la seconde section de ce traité, 
que ces valeurs de x sont en nombre a/i. * 
Lorsque n=a , auquel cas l’équation est du qua- 
trième degré, la formule précédente devient 




a O. 



4 
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on a donc à extraire la racine carrée d’un binôme 

de la forme a désignant — et Alaquan- 

tité ^ — q. Nous nous proposons de rechercher sous 

quelle relation entre a et A , cette racine 
devient décomposable en deux radicaux carrés sé- 
parés , c’est-à-dire , réductible à la forme l/J 

plus simple que la première. Nous poserons donc 
» 

y/a-\-yJi= l/z, d’où 

en comparant séparément les termes rationnels et 
les irrationnels, on aura ces deux équations 



a—y-\-zy b=^rz\ 

du carré de la première retranchant la seconde, il 
reste '• 

“ y' — ‘lyz-Jt-z'—a' —b, 
et , après l’extraction de la racine carrée , 



y — z=\/a'—b. 

Connaissant maintenant en a et A la sonime et la 
différence /•-»- s et^ — z, on aura, par l’addition et la 
soustraction , 



n -4- Va’ — b <*- 

y= , z=_ 



fa'— b . 



donc 



+ \/t 



— 1/ a' — ÎF 



Or, si le binôme — h est un carré tel que c’, cette 
formule deviendra 



Digitized by Google 



1 







ÉLÉMENS D’ALGÈBRE. 309 

yja+'^f = C*“) 

♦ 2 a 

on trouvera de même 

/ 

V5iiPT=v/^î®— (ao). 

2 2 

La décomposition annoncée n’est donc possible que 
sous la relation a' — b=c'. ^ 

Qu’il s’agisse, par exemple, de trouver la racine 
carrée du binôme a + 3 : on a , pour ce cas , 

a=2, i=3; donc a' — b=x’—i : la racine sera donc 

VT+ VI- 

Soit VTïTePâ = VTTTvT^ •• on a a= 1 1 , *=7a; 
a' — A=49;donc c=7, et 

VTT+6^ = 3-+-t/a. 

On trouve dans la trigonométrie ces deux formules 

Sin^a= »/ [i R' — ] 

Cosja=V'[{R' +iR^R'—Sin'a]: 

en les comparant avec obtient pour la pre- 

mière 

„ . R* R'Sin'a . R'Sin'a 

*=;*•. ‘=T — 

et , pour la seconde , , 

.a, , R* R’Sin’a , R'Sin*a 

a=,fl..J=_ 

Ainsi, d’après les formules (i“) et (a®), on a ces 
transformations 
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3io CHAPITRE XIX. 

&/Itû=T '^R'-^RSiaa — v V R'— RSina 
Cos{a—\ \/ R'^RSina + 7 V'*.‘—RSina. 

On a donc étendu l’extraction des racines carrées 
aux quantités en parties commensurables, en parties 
incommensurables. Nous reviendrons encore sur cette 
question dans la seconde section de ce traité. 
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3ia CHAPITRE XVI. 

n« TABLEAU. 
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